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 مقدمه

نگایش شرد  « کایر س مشرت »کتاب حاضر  که ر سارام ملا ک کتاب سیار م  م    

 ساتم سسیسی ویژگ  های زی  سات:

سیت حجمم ره آن کمت  پ سسخته راز ک سن مفاهیم  که سی کتاب سیا  ره علت م دو -1

 شد  سات.

 ملا ک ره صویت ااس  و یوسن و ره زران سسنش آموز  سیسئه شد  سات. -2

ملا ک و نکاتم ره گونه سی  ساررت که خب ریم ملا ک سیسئه شررد  سی کتک سیارر  و  -3

 کند.اؤسلات مل ح شد  سی کنکویهای ا سا ی یس پ  

شد  و  جامع ت  وسی سیم کتاب را نگاه  عمی  -4 ا م ره ملا ک پ سسخته  ت  سز کتاب سی

 ها و مسائل حل شد  متنوع  ره   گ فته سیم.ره همیم منظوی سز مثال

 سیجاس تعاسل نس   ریم مهایت های م اا ات صویی و سیک مفهوم . -5

 ساتفاس  سز مسائل راز پااخ. -6

 توجه ره سسنش ق ل  سسنش آموزسن.-7

ط ریم جن ه های متفاوت یک مفهوم و نیز ریم یک مفهوم و سیجاس ستصرررال و سیت ا -8

 سیگ  مفاهیم کتاب.

عه ی سقی  سیم کتاب و ره   گی ی سز یهنموسهای سری سن  یان سمیدوسییم که ملا  پا سی 

ف هیخته و گ سن قدی رتوسند موفقیت ت صیل  شما خوران یس تضمیم و تث یت نماید. سیسئه 

 سن ف هیخته و گ سن قدیم موجک اپام و سمتنان سات.ی نظ ست شما سسنش پژوهانم سری 
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م هام ره سن ال یافتم ماگزیمم یا مینیممسائل رهینه اازیم مسائل  هستند که سی آن

حجمم مساحتم م یطم هزینه و ... هستیم.  ره عنوسن  )ملل ( یک کمیت مانند

 ت  ک سن اوسمثالم یک ش کت تو یدی هموسی  ره سن ال کم ک سن هزینه و ریش

 .سات.

 مرحله ی  زیر را انجام می دهیم:5 مسائل بهینه سازیبرای حل 

  : رسم شکل)در صورت امکان( و نوشتن معادله تابع هدف:8مرحله 

کنیم یوی شکل سطلاعات یام م  مسئله مناا   ر سیسی صویت سمکان شکل 

 کنیم.یا ... نامگذسیی م  yو  xمسأ ه یس پیاس  ک س  و مقاسی  مجهول یس را 

یا مینیمم آن یس ره سات آوییم یس مشخص   کمیت  که ق سی سات ماگزیمم اپس

تابع  م   عنویسیم. ره سیم تارک س  و تارع م ت ط را آن کمیت یس را توجه ره مسأ ه م 

 م  گوییم هدف

 درس دوم: بهینه سازی



سگ  رخوسهیم مساحت یک مستلیل یس ماگزیمم کنیمم کمیت مویسهدفم  مثلاً

تشکیل  𝑦و𝑥سز سو متغی   زی مساحت مستلیل روس  که تارع آن را توجه ره شکل 

 شد  سات وره صویت زی  سات:

مساحت = 𝑆 = 𝑥𝑦   

 

 

 

 : نوشتن معادله کمکی:2مرحله 

و متغی   سات که رایست  ره یک معاس ه یک متغی   ت دیل تارع هدف یک معاس ه س 

 ر سی سیم کای سز معاس ه کمک  ساتفاس  م  کنیم  .شوس 

 کمک  حا ت های زی  وجوس سسیند معاس هسقت کنیم :ر سی نوشتم 

  سسس  شد  راشد:سی ریم متغی ها سی صویت مسا ه یسرله س ف(  

2𝑥مثال :سگ   + 𝑦 =  (x,y>1)سات آویید. یس ره xyراشدم ماگزیمم   111

x 

y 

4 



 

 

2𝑥که ره صویت ی کمک  یس خوسِ مسأ ه سسس سی سیم مثال یسرله + 𝑦 = 111 

 سات.

 آید.سی ریم متغی ها ره وجوس م سیم یسرلهسی شکل  که یام نموس  ب(

های قائم ویم سی مثل ی فیثاغیسرله مثل

ی کمک  سیم سات که س زسویه. خور  سیم یسرله

ی یسرله مثلاً کند هم م ت ط م ی  یس ره سو متغ

 کمک  سی شکل مقارل ره صویت زی  سات:

⇒ ییسرله کمک  ∶  𝑥2 + 𝑦2 = 42 ⇒ 𝑥2 + 𝑦2 = 16 

𝑡زمان  –ند  سیم ساتفاس  م  کنیم مانند یسرله ریم ا عت سز یوسرل  که ق ل خوس ج( =
𝑥

𝑣
 

 : ینوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمک :9مرحله

  ی  یس ر  حسک سیگ  ره سات آویسی کمک م راید یک متغرعد سز نوشتم یسرله

⇒ یسرلهی کمک  𝑥2 + 𝑦2 = 16 ⇒

{
 
 

 
 𝑦2 = 16− 𝑥2

     𝑦>1     
⇒     𝑦 = √16− 𝑥2

                                                        یا

𝑥2 = 16− 𝑦2
     𝑥>1     
⇒     𝑥 = √16 − 𝑦2

 

)کایی رنویسیم.  𝑥یس ر حسک متغی    𝑦ر سی یسحت  کای  رهت سات  پیشنهاد :

 تنها شوس( 𝑦 کنیم

x 

y 
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 در تابع هدف رابطه کمکی جایگذاری:4مرحله 

تارع هدف جایگذسیی کنیم تا تارع هدف ره یک  سی سی م حله ق ل یس ی کمک یسرله

 .معاس ه تک متغی   ت دیل شوس

مساحت = 𝑆 = 𝑥𝑦 
    
⇒

{
 
 

 
 

  𝑦=√16−𝑥2  یسرله کمک   
⇒               𝑆 = 𝑥√16 − 𝑥2  تارع  هدف 

  𝑥=√16−𝑦2  یسرله کمک   
⇒               𝑆 = √16 − 𝑦2 . 𝑦      تارع هدف

  

معاس ه کمک  یسق سی  تارع هدفمسی 𝑦 ر سی یسحت  کای  رهت سات ره جای پیشنهاد :

 سات آید.ره   𝑥سهیم تا تارع هدف ر حسک متغی  

  کزیمم یا مینیمم مطلق:آوردن ما دست ه: ب5مرحله 

ی ره سات آمد  )معاس ه هدف را یک متغی ( مشت  گ فته و نقاط ر  سن  سز معاس ه

 آوییم.یس ره سات آویس  و ماگزیمم یا مینیمم ملل  تارع یس ره سات م 

 

 

 

 



 

 کرد :دسته زیر تقسیم 4مسایل مربوط به بهینه سازی را می توان به 

 به بیشترین و کمترین مقدارمسایل مربوط  (دسته اول

𝟐𝒙اگر مثال : + 𝒚 =  (x,y>0)دست آورید. را به xyباشد، ماگزیمم   𝟏𝟎𝟎

 نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

)تارع راشد  S=xyکنیم یس ره سات آوییم. پس ف ض م   xyخوسهیم ماگزیمم م 

 هدف(

 نوشتن رابطه کمکی:2مرحله

) معاس ه   2x+y=111ی کمک  یس خوسِ مسأ ه سسس م یعن   سیم مثال یسرلهسی 

 کمک (

 نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی:9مرحله

 تنها شوس( y)کایی م  کنیم نویسیم م  xیس ر  حسک  yی کمک م سز معاس ه

               2𝑥 + 𝑦 = 111 ⇒ 𝑦 = 111− 2𝑥                  

 تابع هدفیگذاری معادله کمکی در جا:4مرحله

                 𝑆 = 𝑥𝑦
𝑦=111−2𝑥
⇒      𝑆 = −2𝑥2 + 111𝑥 



 

  

 مطلق : یا مینیمم به دست آوردن مقدارماکزیمم :5مرحله

گی یم و آن یس مساوی مشت  م  𝑆(𝑥)سز  ) مآوییمی ر  سن  یس ره سات م نقله 

 سهیم(صف  ق سی م 

𝑆′ = −4𝑥 + 111
    𝑆′=1   
⇒     −4𝑥 + 111 = 1 ⇒ 4𝑥 = 111 ⇒ 𝑥

=
111
4
= 25 

 یاریم:ماگزیمم آن یس م   Sره سات آمد  سی تارع  xذسیی گرنار  سیم را جای

𝑆 = −2𝑥2 + 111𝑥
   𝑥=25   
⇒    𝑆𝑚𝑎𝑥 = −2(25)2 + 111(25) 

⇒ 𝑆𝑚𝑎𝑥 = 2− (625) + 2511 = 1251 

ترین مقدار اشد، بیشب   9x+4y=82دو عدد حقیقی مثبت و  yو  xاگر مثال :

xy .را به دست آورید 

 :نوشتن  معادله تابع هدف 8مرحله 

)تارع راشد  S=xyکنیم یس ره سات آوییم. پس ف ض م   xyخوسهیم ماگزیمم م 

 هدف

 



 

 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

) معاس ه   2x+y=111ی کمک  یس خوسِ مسأ ه سسس م یعن   سی سیم مثال یسرله

 کمک (

 شتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی:نو9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

3𝑥 + 4𝑦 = 12 
   𝑦 یس ر  حسک 𝑥  م نویسیم    
→                  4𝑦 = 12− 3𝑥 

      ÷4       
→      

𝑦 =
1
4
(12− 3𝑥)             

 هدف:جایگذاری معادله کمکی در تابع 4مرحله

𝑆 = 𝑥𝑦
𝑦=

1

4
(12−3𝑥)

⇒      𝑆 = 𝑥 ×
1
4
(12− 3𝑥) ⇒ 

𝑆(𝑥) =
1
4
(12𝑥 − 3𝑥2)      ,     1 < 𝑥 < 4 

 به دست آوردن مقدارماکزیمم یا مینیمم مطلق : :5مرحله

گی یم و آن یس مساوی مشت  م  𝑆(𝑥)سز م ) آوییمی ر  سن  یس ره سات م نقله 

 سهیم(صف  ق سی م 



 

𝑆′(𝑥) =
1
2
(12− 6𝑥) 

 𝑆′(𝑥)=1
⇒     12− 6𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 2 

𝑆(2) =
1
4
(24− 3(2)2) = 3 

ترین مقدار باشد. بیش  2x+y=81دو عدد حقیقی مثبت و  yو  xاگر  مثال :

xy .را به دست آورید 

 :نوشتن  معادله تابع هدف 8مرحله 

)تارع راشد  S=xyکنیم یس ره سات آوییم. پس ف ض م   xyخوسهیم ماگزیمم م 

 دفه

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 ) معاس ه کمک (  2x+y=16ی کمک  یس خوسِ مسأ ه سسس م یعن   سی سیم مثال یسرله

 :نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

2𝑥 + 𝑦 = 16
   𝑦 یس ر  حسک 𝑥  م نویسیم    
→               𝑦 = 16− 2𝑥                  

 



 

 

 :جایگذاری معادله کمکی در تابع هدف4مرحله

𝑆 = 𝑥𝑦
𝑦=16−2𝑥
⇒     𝑆(𝑥) = 𝑥(16− 2𝑥) = −2𝑥2 + 16𝑥              

 به دست آوردن مقدارماکزیمم یا مینیمم مطلق : :5مرحله

-م  ی ر  سن  یس ره ساتملل  م نقلهماکزیمم ر سی ره سات آویسن مقدسی

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑆(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

𝑆′(𝑥) = −4𝑥 + 16  
𝑆′(𝑥)=1
⇒     −4𝑥 + 16 = 1 ⇒ 4𝑥 = 16 

⇒ 𝑥 = 4
           
→   𝑆(4) = −2(4)2 + 16(4) = 32 

ترین مقدار ممکن برای است. بزرگ 81ع دو عدد مثبت برابر مجمومثال :

 (77سی  –)نهای   یدا کنید.ها را پحاصل ضرب آن

 :نوشتن  معادله تابع هدف 8مرحله 

یس ره سات   xyخوسهیم ماگزیمم سو عدس مث ت راشند م   yو  xف ض کنیم 

 )تارع هدف(راشد  S=xyکنیم آوییم. پس ف ض م 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

𝑥  ر سر ی کمک  سی سیم مثال یسرله + 𝑦 =  ) معاس ه کمک (  سات.  18



 :نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی9حلهمر

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

𝑥 + 𝑦 = 18
   𝑦 یس ر  حسک 𝑥  م نویسیم    
→               𝑦 = 18− 𝑥   

 :جایگذاری معادله کمکی در تابع هدف4مرحله

  𝑆 = 𝑥𝑦
𝑦=18−𝑥
⇒     𝑆(𝑥) = 𝑥(18− 𝑥) = 18𝑥 − 𝑥2  ,

𝑥 ∈ (1,18) 

 به دست آوردن مقدارماکزیمم یا مینیمم مطلق : :5مرحله

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقلهماکزیمم ر سی ره سات آویسن مقدسی

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑆(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

⇒ 𝑆′(𝑥) = 18− 2𝑥
𝑆′(𝑥)=1
⇒     18− 2𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 7 

⇒ 𝑆(7) = 18 × 7− 72 = 81 

 

 



 

 

ترین کم  xy=24دو عدد حقیقی مثبت باشند به طوری که  yو  xاگر  مثال :

 دست آورید.را به 9x+1yمقدار عبارت 

 :نوشتن  معادله تابع هدف 8مرحله 

3𝑥 ینیممخوسهیم مم  + 8𝑦   کنیمیس ره سات آوییم. پس ف ض م 

 𝑃 = 3𝑥 + 8𝑦  تارع هدف(راشد( 

 رابطه کمکی:نوشتن 2مرحله

𝑥𝑦ی کمک  یس خوسِ مسأ ه سسس م یعن   سی سیم مثال یسرله = ) معاس ه    24

 کمک (

 :نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

𝑥𝑦 = 24
نویسیمم        𝑥 یس ر  حسک 𝑦   
→               𝑦 =

24
𝑥
                    

 :جایگذاری معادله کمکی در تابع هدف4مرحله

𝑃 = 3𝑥 + 8𝑦 
      𝑦=

24
𝑥
    

→      𝑃(𝑥) = 3𝑥 + 8 ×
24
𝑥
= 3𝑥 +

172
𝑥

 



 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقلهمم مینیر سی ره سات آویسن مقدسی

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑃(𝑥)سز یم مرنار سآوییم

𝑃′(𝑥) = 3−
172
𝑥2

𝑃′(𝑥)=1
⇒      3 =

172
𝑥2
⇒ 𝑥2 = 64 ⇒ 𝑥 = 8 

𝑥ره سزسی  =  آید و سسییم:ره سات م  𝑃(𝑥)ت یم مقدسی م کم8

𝑃𝑚𝑖𝑛 = 3(8) +
172
8
= 24+ 24 = 48 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 محیط و مساحت یشترین و کمترین مقدارب( مسایل مربوط به دسته دوم

-متر، مستطیل با بیشسانتی 24های با محیط ازبین تمام مستطیل:مثال 

 ترین مقدار مساحت را مشخص کنید.

 کتاب سیا ( 114ی صف ه 1)مشاره مثال 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

   شکل راشد:رره ت تیک طول و ع ض مستلیلم ملا yو  xف ض کنیم  

 

 

 

 )تارع هدف(ت یم مقدسی شوس.ریش S=xyخوسهیم مساحت مستلیلم یعن  م 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 )معاس ه کمک (اانت  مت  سات: 24ط   ف ضم م یط مستلیل ر سر   

𝑃 = 2(𝑥 + 𝑦) = 24 

 

x 

y 



 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥ر  حسک  یس 𝑦 ی کمک مسز معاس ه

𝑃 = 2(𝑥 + 𝑦) = 24 ⇒ 𝑥 + 𝑦 = 12
   𝑦 یس ر  حسک 𝑥  م نویسیم    
→                

𝑦 = 12− 𝑥 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑆 = 𝑥𝑦
𝑦=12−𝑥
⇒     𝑆(𝑥) = 𝑥(12− 𝑥) = 12𝑥 − 𝑥2   ,

𝑥 ∈ (1,12) 

 مینیمم مطلق:: به دست آوردن ماکزیمم یا 5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقلهماکزیمم ر سی ره سات آویسن مقدسی

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑆(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

𝑆′(𝑥) = 12− 2𝑥 
 𝑆′(𝑥)=1
⇒     12− 2𝑥 = 1 ⇒ 2𝑥 = 12 ⇒ 𝑥 = 6 

, 𝑆(𝑥)ره سزسی  𝑥 =  ییم:ت یم مقدسی یس سسیس و سسریش  6

𝑆(6) = 12 × 6− 62 = 36 

 



 

 

ترین محیط را ، مستطیل با کم81ها با مساحت از بین تمام مستطیلمثال :

 مشخص کنید.

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 ر  شکل راشد:ره ت تیک طول و ع ض مستلیلم ملا yو  xف ض کنیم 

 

 

 

𝑃مستلیلم یعن   م یطخوسهیم م  = 2(𝑥 + 𝑦)تارع هدف()قدسی شوس.ت یم مکم 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 )معاس ه کمک (سات: 16مستلیل ر سر   مساحتط   ف ضم  

𝑆 = 𝑥𝑦 = 16 

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

𝑥𝑦 = 16 ⇒ 𝑦 =
16
𝑥
                      

x 

y 



 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑃 = 2(𝑥 + 𝑦)
     𝑦=

16
𝑥
    

→      𝑃(𝑥) = 2 (𝑥 +
16
𝑥
) 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله مینیممر سی ره سات آویسن مقدسی  

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑃(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

𝑃′(𝑥) = 2(1 −
16
𝑥2
) ⇒ 𝑃′(𝑥) =

2(𝑥2 − 16)

𝑥2
 
𝑃′(𝑥)=1
⇒     𝑥2 − 16 = 1

     𝑥>1     
→     x = 4  

 آید و سسییم:ره سات م   x=4ره سزسی  𝑃(𝑥)ت یم مقدسی کم

𝑦 =
16
𝑥

      𝑥=4     
→      𝑦 =

16
4
= 4 

 𝑃 = 2(𝑥 + 𝑦)
𝑥=4  و 𝑦=4
⇒      𝑃 = 2(4+ 4) = 16 

 

 

 



 

 

 

واحد مربع باشد، را به  81ترین محیط مستطیل که مساحت آن کممثال :

 دست آورید.

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 ر  شکل راشد:ره ت تیک طول و ع ض مستلیلم ملا yو  xف ض کنیم  

 

 

 

𝑃مستلیلم یعن   م یطخوسهیم م  = 2(𝑥 + 𝑦)تارع هدف(ت یم مقدسی شوسکم(. 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 )معاس ه کمک (سات: 18مستلیل ر سر   مساحتط   ف ضم  

𝑆 = 𝑥𝑦 = 18 

 

 

 

x 

y 



 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

 

𝑥𝑦 = 18 ⇒ 𝑦 =
18
𝑥
                      

 ::جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑃 = 2(𝑥 + 𝑦)
     𝑦=

18
𝑥
    

→      𝑃(𝑥) = 2 (𝑥 +
18
𝑥
) 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله مینیممر سی ره سات آویسن مقدسی  

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑃(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

𝑃′(𝑥) = 2(1 −
18
𝑥2
) ⇒ 𝑃′(𝑥) =

2(𝑥2 − 18)

𝑥2
 𝑃′(𝑥)=1
⇒     𝑥2 − 18 = 1

     𝑥>1     
→     x = 3√2  

xره سزسی  𝑃(𝑥)ت یم مقدسی کم =  آید و سسییم:ره سات م   2√3

𝑦 =
18
𝑥

       x=3√2     
→        𝑦 =

18

3√2
=

6

√2
= 3√2  

𝑃 = 2(𝑥 + 𝑦)
x=3√2  و 𝑦=3√2
⇒          𝑃 = 2(3√2+ 3√2) = 12√2 



 

 

 توان توسط یکترین مساحت زمینی مستطیل شکل را که میبیش: مثال 

متر  141طرف آن رودخانه است محصور نمود، یک طناب، از زمینی که 

 مربع است. طول طناب چند متر است؟

 

 سم شکل و نوشتن  معادله تابع هدفر :8مرحله 

2𝑦را توجه ره شکلم طول طناب ر سر   + 𝑥  :سات 

2𝑦خوسهیم طول طناب ر سر  م  + 𝑥 تارع هدف(ت یم مقدسی شوس.کم( 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله 

 )معاس ه کمک (سات: 648مستلیل ر سر   مساحتط   ف ضم 

𝑆 = 𝑥𝑦 = 648 

 : غیردیگر در رابطه کمکینوشتن یک متغیر برحسب مت :9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

𝑥𝑦 = 648 ⇒ 𝑦 =
648
𝑥
                      

 

x 

y y 



 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝐿 = 𝑥 + 2𝑦 
     𝑦=

648
𝑥
    

→        𝐿(𝑥) = 𝑥+
2× 648
𝑥

 

 اکزیمم یا مینیمم مطلق:: به دست آوردن م5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله مینیممر سی ره سات آویسن مقدسی  

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝐿(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

𝐿′(𝑥) = 1−
1276
𝑥2

=
𝑥2 − 1276
𝑥2

 

𝐿′(𝑥)=1
⇒    𝑥2 − 1276 = 1 ⇒ 𝑥2 = 1276 

   𝑥>1   
→    𝑥 = 36 ⇒ 𝐿(36)

= 36+
2 × 648
36

= 72 

 

 

 



 

 

𝒚مستطیل در سهمی مثال :  = 𝟐𝟕 − 𝒙𝟐  طوری محاط شده است که یک

باشد. ها و دو رأس آن روی سهمی مطابق شکل میxضلع آن روی محور 

 دست آورید.ماگزیمم مساحت این مستطیل را به

 کتاب سیا ( 161ی صف ه 3)مشاره تم یم 

 

 

 

 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 

, 𝐶و𝐵و𝐴یسم های مستلیل یس را نقاط ملار  شکلم  𝐷  .مشخص م  کنیم 

 

 

 

 

𝑥 

𝑦 

𝑦 = 27− 𝑥2 

𝑥 

𝑦 

𝑦 = 27− 𝑥2 

𝐷 𝐶 

𝐴 𝐵 



𝑆مستلیلم یعن   مساحتخوسهیم م  = 𝐴𝐵 × 𝐵𝐶 تارع مقدسی شوس. ریشت یم(

 هدف(

𝐴𝐵گا  طول مستلیل ر سر  راشدم آن   𝑥ر سر  𝐵ی سگ  طول نقله ملار  شکلم = 2𝑥 ت.سا 

𝐵𝐶مستلیل ر سر   ع ضگا  م آنراشدم 𝑦ر سر   𝐶ی سگ  ع ض نقله = 𝑦 .سات 

 رنار سیم

𝑆 = 𝐴𝐵 × 𝐵𝐶
𝐴𝐵=2𝑥 و 𝐵𝐶=𝑦

⇒        𝑆 = 2𝑥. 𝑦 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله 

𝑦 ر سر  اهم معاس ه ط   ف ضم = 27− 𝑥2 :معاس ه کمک (سات( 

 : طه کمکینوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در راب :9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

 سسس  شد  سات ( 𝑥 ر حسک 𝑦سی سیم اوسل )

𝑦 = 27− 𝑥2  

 

 



 

 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑆 = 2𝑥 × 𝑦 
𝑦=27−𝑥2

⇒       ⇒ 𝑆(𝑥) = 2𝑥 × (27− 𝑥2)

= 54𝑥 − 2𝑥3                  

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله ماکزیممر سی ره سات آویسن مقدسی 

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑆(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

  𝑆′(𝑥) = 54− 6𝑥2
𝑆′(𝑥)=1
⇒     54− 6𝑥2 = 1 ⇒ 6𝑥2 = 54 ⇒ 𝑥2

=
54
6
= 7

      𝑥>1       
→      𝑥 = 3 ⇒ 

𝑆(3) = 53 × 3− 2 × (3)3 = 157− 54 = 115 

ی خود، زمینی مستطیل شکل به خواهد در مزرعهکشاورزی میمثال : 

ی متر مربع را جدا کند و آن را دیوارکشی کند. اگر هزینه 9000مساحت 

ی هر متر دیوارهای شمالی و جنوبی دویست و پنجاه هزارتومان و هزینه

 یترین هزینهمتر دیوارهای شرقی و غربی یک میلیون تومان باشد، کم هر

 کتاب سیا ( 121ی صف ه 1)مشاره تم یم دیوارکشی چند هزار تومان است؟

 



 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 گا :ره ت تیک طول و ع ض مستلیل راشدم آن yو  xسگ   

 

 

 

 )تارع هدف(مقدسی شوس. ت یمکم مهزینه سیوسیکش  خوسهیم م 

= هزینه کل +سندسز  ضلع شما  ) (سندسز  ضلع جنور  × (هزینه یک مت ) +

+سندسز  ضلع ش ق ) (سندسز  ضلع غ ر  ×    (هزینه یک مت )

𝐶 = (𝑥 + 𝑥) × 25111+ (𝑦 + 𝑦) × 1111111⇒ 

𝐶 = 511111𝑥 + 2111111𝑦 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 )معاس ه کمک (سات: 3111مستلیل ر سر   مساحتط   ف ضم 

𝑆 = 𝑥𝑦 = 3111 

 

x 

y 



 

 

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

𝑥𝑦 = 3111 ⇒ 𝑦 =
3111
𝑥
                      

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝐶 = 511111𝑥 + 2111111𝑦
     𝑦=

3111
𝑥
    

→       𝐶(𝑥)

= 511111𝑥 + 2111111 ×
3111
𝑥

= 511111 (𝑥 +
12111
𝑥
) 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله مینیممر سی ره سات آویسن مقدسی 

 سهیم:ق سی م  گی یم و آن یس مساوی صف مشت  م  𝐶(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

𝐶′(𝑥) = 1 ⇒ 511111 (1 +
−12111
𝑥2

) = 511111(
𝑥2 − 12111

𝑥2
) = 1

⇒ 𝑥2 − 12111 = 1⇒ 𝑥2 = 31 × 212 ⇒ 𝑥 = 21√31

⇒ 𝐶(21√31) = 511111 (21√31+
12111

21√31
) 

 



خواهیم کنار یک رودخانه یک محوطه را به شکل مثلث متساوی میمثال : 

ترین مساحت ممکن را داشته ریم به طوری که بیشالساقین در بیاو

متر نرده را در اختیار داشته باشیم، ماگزیمم  820ی باشد.اگر تنها، هزینه

 کتاب سیا (121ی صف ه 2)مشاره تم یم   مساحت این مثلث کدام است؟

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 سیم:سیس ر  قاعد  یس یام ک س سی مثل  متساوی س ساقیم زی  م سیتفاع و

 

 

 

 

 

 مثل  ریشت یم مساحت یس سسشته راشد)تارع هدف(خوسهیم م 

𝑆مساحت مثل  ر سر  سات را:                        =
𝐴𝐻×𝐵𝐶

2
             

  نویسیم:م  yو  xیس ر  حسک  AHطول سیتفاع 

H 
B 

A 

x x 

y y C 



 

 

یسرله فیثاغویم
⇒      𝐴𝐻2 = 𝑥2 − 𝑦2 ⇒ 𝐴𝐻 = √𝑥2 − 𝑦2  

  𝐵𝐶 = 2𝑦        

 سی نتیجه:

𝑆 =
𝐴𝐻 × 𝐵𝐶

2
     

𝐴𝐻=√𝑥2−𝑦2  و   𝐵𝐶=2𝑦  
⇒                  𝑆 =

√𝑥2 − 𝑦2 × (2𝑦)

2
 

⇒  𝑆 = 𝑦√𝑥2 − 𝑦2 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 ) معاس ه کمک (راشدم  121ط   ف ضم م یط مثل  ر سر  

 رنار  سیم:

2𝑦 + 2𝑥 = 121 

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦 ی کمک مسز معاس ه

⇒ 𝑦 + 𝑥 = 61 ⇒ 𝑦 = 61− 𝑥   

 

 



 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑆 = 𝑦√𝑥2 − 𝑦2
𝑦=61−𝑥
⇒     𝑆 = (61− 𝑥)√𝑥2 − (61− 𝑥)2 

⇒ 𝑆(𝑥) = (61− 𝑥)√𝑥2 − (3611− 121𝑥 + 𝑥2)

= (61− 𝑥)√121𝑥 − 3611 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله ماکزیممر سی ره سات آویسن مقدسی 

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑆(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

𝑆′(𝑥) = (−1)(√121𝑥 − 3611) +
121

2√121𝑥 − 3611
(61− 𝑥)

مخ ج مشت ک
⇒      𝑆′(𝑥) =

−121𝑥 + 3611+ 3611− 61𝑥

√121𝑥 − 3611

=
−181𝑥 + 7211

√121𝑥 − 3611
= 1⇒−181𝑥 + 7211 = 1⇒ 𝑥 = 41 

⇒ 𝑆(41) = (61− 41)√412 − (61− 41)2 = 21√1611− 411

= 21√1211 = 411√3 

 

 



 

 

سانتی متر مربع است.  22ی یک کتاب شامل یک متن با فحههر صمثال : 

های بالا و پایین برای هر صفحه به هنگام طراحی این کتاب، باید حاشیه

ی یک سانتی های کناری هر کدام به اندازهسانتی متر و حاشیه 2ی اندازه

متر در نظر گرفته شود. ابعاد صفحه را طوری تعیین کنید که مساحت هر 

 ترین مقدار ممکن شود.ز کتاب کمصفحه ا

 کتاب سیا (121ی صف ه 4)مشاره تم یم 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 )تارع هدف(ت یم مقدسی شوس.کم ) مستلیل رزیگ(صف هکل مساحت  م  خوسهیم

𝑆 = (طول)  (ع ض)

 ط   شکلم سسییم: 

 

 

 

 

 72متم را مساحت 

 اانت  مت  م رع
𝑦 

𝑥 

2 

2 

1 

1 



 

ع ض صف ه = 𝑥 + 1+ 1 = 𝑥 + 2 

= طول صف ه 𝑦 + 2+ 2 = 𝑦 + 4 

 رنار سیم:

𝑆 = (𝑥 + 2)(𝑦 + 4) = 𝑥𝑦 + 4𝑥 + 2𝑦 + 8           

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 )معاس ه کمک (سات. 72ر سر  را توجه ره ف ض اوسل مساحت مستلیل کوچک 

مساحت مستلیل کوچک = 72⇒ 𝑥𝑦 = 72               

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس( 𝑦)کایی م  کنیم نویسیم م  𝑥یس ر  حسک  𝑦  می کمکسز معاس ه

𝑥𝑦 = 72 ⇒ 𝑦 =
72
𝑥
                               

 

 



 

 

 ::جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑆 = 𝑥𝑦 + 4𝑥 + 2𝑦 + 8 
𝑦=

72
𝑥

⇒    𝑆 = 72+ 4𝑥 + 2 × (
72
𝑥
) + 8

⇒ 𝑆(𝑥) = 81+ 4𝑥 +
144
𝑥

 

 مم یا مینیمم مطلق:: به دست آوردن ماکزی5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله مینیممر سی ره سات آویسن مقدسی 

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑆(𝑥)سز مرنار سیم آوییم

 

𝑆′(𝑥) = 4−
144
𝑥2
=
4𝑥2 − 144
𝑥2

 , 𝑆′(𝑥) = 1 ⇒ 4𝑥2 − 144 = 1

⇒ 4𝑥2 = 144 ⇒ 𝑥2 = 36 ⇒ 𝑥 = 6 

 𝑦 =
72
𝑥
    
𝑥=6
⇒    𝑦 =

72
6
= 12 

  :رنار  سیم

طول صف ه = 𝑦 + 4
𝑦=12
طول صف ه   ⇒ = 12+ 4 = 16  

ع ض صف ه = 𝑥 + 2
𝑥=6
ع ض صف ه  ⇒ = 6+ 2 = 8  



 

ی شکل مقابل، قطر نیم دایره با عرض در پنجرهمثال :  

متر  باشد،  1مستطیل برابر است. اگر محیط پنجره برابر 

ترین آورید که پنجره بیش ابعاد آن را طوری به دست

 نوردهی را داشته باشد.

 کتاب سیا (116ی صف ه 4)مشاره مثال 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 ت  سات:ت  راشدم نویسه  ریشه چه مساحت پنج   ریش 

 ماکزیمم شوس  )تارع هدف(  مساحت پنج  خوسهیم م 

 

 

 

 

 ر  سات را:ر سملار  شکل رالا مساحت پنج   

= (2𝑟)ℎ +
1

2
(𝜋𝑟2) )مساحت نیم سسی  ( + )مساحت مستلیل( 𝑆 = 

r 

h 

2r 



 

 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 سات)معاس ه کمک (:مت  6م یط پنج   ر سر  سسییم  را توجه ره ف ض

م یط پنج   = 2𝑟 + 2ℎ +
1
2
(2𝜋𝑟)⏟  
 م یط سسی  

= 2𝑟 + 2ℎ + 𝜋𝑟 = 6 

 : گر در رابطه کمکینوشتن یک متغیر برحسب متغیردی :9مرحله

 تنها شوس(ℎ )کایی م  کنیمنویسیمم  𝑟یس ر  حسک  ℎی کمک م سز معاس ه

2𝑟 + 2ℎ + 𝜋𝑟 = 6 ⇒ 2ℎ = 6 − 2𝑟 − 𝜋𝑟 = 6− 𝑟(𝜋 + 2) 

⇒ ℎ = 3−
1
2
(𝜋 + 2)𝑟             

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑆 = (2𝑟)ℎ +
1
2
(𝜋𝑟2)

ℎ=3−
1
2
(𝜋+2)𝑟     

⇒            

𝑆(𝑟) = 2𝑟 × (3−
1
2
(𝜋 + 2)𝑟) +

1
2
𝜋𝑟2

= 6𝑟 − (𝜋 + 2)𝑟2 +
1
2
𝜋𝑟2 

 



 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

-ی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله ماکزیممر سی ره سات آویسن مقدسی

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑆(𝑟)سز مرنار سیم آوییم

𝑆′(𝑟) = 6 − 2(𝜋 + 2)𝑟 + 𝜋𝑟 = 6+ r (𝜋 − 2(𝜋 + 2))⏞          
−𝜋−4

= 1 

⇒ (𝜋 + 4)𝑟 = 6 ⇒ 𝑟 =
6

𝜋 + 4
  

ای شکل و در باز به حجم برای ساخت یک قوطی فلزی استوانهمثال : 

𝟔𝟒𝛑 ارتفاع قوطی کدام باشد تا مقدار فلز به کار رفته در تولید آن مینیمم ،

  ا (کتاب سی118ی صف ه 1)مشاره کای سی کلام     شود.

 

 

 

 

 

r 

h 



 

 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

ر سی آن که مقدسی فلز ره کای یفته سی تو ید قوط  مینیمم شوس راید مساحت کل 

 ) تارع هدف(ت یم مقدسی شوس.سیم قوط  سی رازم کم

= +مساحت قاعد   ی سیراز(مساحت کل قوط  )ساتوسنهمساحت جان  

 رنار  سیم:

𝑆 = 𝜋𝑟2 + 2𝜋𝑟ℎ            

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 )معاس ه کمک (سات. 64πر سر  را توجه ره ف ض اوسل حجم ساتوسنه 

حجم ساتوسنه = × مساحت قاعد  ⇒سیتفاع حجم  ساتوسنه = 64π⇒ 𝜋𝑟2ℎ = 64𝜋             

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس(ℎ )کایی م  کنیمنویسیمم  𝑟ر  حسک یس  ℎی کمک م سز معاس ه

𝜋𝑟2ℎ = 64𝜋 ⇒ ℎ =
64𝜋
𝜋𝑟2

=
64
𝑟2
                                   

 

 



 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑆 = 𝜋𝑟2 + 2𝜋𝑟ℎ  
ℎ=

64
𝑟2

⇒    𝑆(𝑟) = 𝜋𝑟2 + 2𝜋𝑟 (
64
𝑟2
)

= 𝜋𝑟2 +
128𝜋
𝑟
= 𝜋 (𝑟2 +

128
𝑟
) 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

 مآوییمی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله مینیممر سی ره سات آویسن مقدسی 

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م 𝑆(𝑟)سز رنار سیم 

⇒ 𝑆′ = 𝜋 (2𝑟 −
128
𝑟2
) = 𝜋 ×

2𝑟3 − 128
𝑟2

= 1 ⇒ 2𝑟3 − 128 = 1 

⇒ 𝑟3 = 64 ⇒ 𝑟 = 4 

ℎ =
64
𝑟2
𝑟=4
⇒ ℎ =

64
16
= 4 

ی واحد مکعب است. اگر هزینه 𝟓𝟒𝝅ای شکل حجم یک قوط استوانهمثال :

رین تترین مقدار ممکن باشد. کمفلز به کار رفته در تولید این قوطی کم

 مساحت فلز به کار رفته را به دست آورید.

 



 

 

 شکل و نوشتن  معادله تابع هدف رسم :8مرحله 

 

 

 

 

 

ر سی آن که مقدسی فلز ره کای یفته سی تو ید قوط  مینیمم شوس راید مساحت کل 

 ) تارع هدف(ت یم مقدسی شوس.سیم قوط  سی رازم کم

= 2 × +مساحت قاعد   ی(مساحت کل قوط  )ساتوسنهمساحت جان  

 رنار  سیم:

𝑆 = 2 × 𝜋𝑟2 + 2𝜋𝑟ℎ            

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 )معاس ه کمک (سات. 54πر سر  را توجه ره ف ض اوسل حجم ساتوسنه 

حجم ساتوسنه = × مساحت قاعد  ⇒سیتفاع حجم  ساتوسنه = 54π⇒ 𝜋𝑟2ℎ = 54𝜋             

r 

h 



 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس(ℎ )کایی م  کنیممنویسیم  𝑟یس ر  حسک  ℎی کمک م سز معاس ه

𝜋𝑟2ℎ = 64𝜋 ⇒ ℎ =
54𝜋
𝜋𝑟2

=
54
𝑟2
                                   

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑆 = 2𝜋𝑟2 + 2𝜋𝑟ℎ  
ℎ=

54
𝑟2

⇒    𝑆(𝑟) = 2𝜋𝑟2 + 2𝜋𝑟 (
54
𝑟2
)

= 2𝜋𝑟2 +
118𝜋
𝑟
= 2𝜋 (𝑟2 +

54
𝑟
) 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

 مآوییمی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله مینیممر سی ره سات آویسن مقدسی 

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م 𝑆(𝑟)سز رنار سیم 

⇒ 𝑆′ = 2𝜋 (2𝑟 −
54
𝑟2
) = 2𝜋 ×

2𝑟3 − 54
𝑟2

= 1 ⇒ 2𝑟3 − 54 = 1 

⇒ 𝑟3 = 27 ⇒ 𝑟 = 3 ⇒  

 𝑆(𝑟) = 2𝜋 (𝑟2 +
54

𝑟
)
𝑟=3
⇒  𝑆(3) = 2𝜋((3)2 +

54

3
) = 54𝜋 = 



 

44 

 

 850در ساخت یک مخزن به شکل مکعب مستطیل در باز به حجم  مثال : 

-برابر عرض آن است، در صورتی که هزینه 9متر مکعب که طول کف مخزن 

هزار تومان  25ها دیواره هزار تومان و برای 45ی هر متر مربع برای کف 

  ترین مقدار شود؟باشد. ارتفاع کدام باشد تا هزینه کم

 کتاب سیا (115ی صف ه 3)مشاره مثال       

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 (تارع هدف )ر سی آنکه هزینه کمت یم شوس راید مساحت کمت یم شوس حل(

هزینه = (مساحت کف مکعک مستلیل) × 45111+ (مساحت جان   مکعک مستلیل) × 25111 

 راتوجه ره شکل زی :

 

 

مساحت کف مکعک مستلیل = 3𝑥 × 𝑥 = 3𝑥2 

مساحت جان   مکعک مستلیل = × م یط قاعد  سیتفاع

= (2(3𝑥 + 𝑥)) × ℎ = 8𝑥ℎ 

ℎ 

𝑥 
𝑦 = 3𝑥 



 

 رنار سیم:

𝐶هزینه = (3𝑥2) × 45111+ (8𝑥ℎ) × 25111 = 135111𝑥2+ 211111𝑥ℎ 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

)معاس ه سات.مت  مکعک  151ر سر  مکعک مستلیل  ره ف ض اوسل حجم را توجه

 کمک (

حجم مکعک مستلیل = × مساحت قاعد  ⇒سیتفاع حجم  مکعک مستلیل = 151 

⇒ 3𝑥 × 𝑥 × ℎ = 151  ⇒ 3𝑥2ℎ = 151           

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس(ℎ )کایی م  کنیمنویسیمم  𝑥یس ر  حسک  ℎی کمک م سز معاس ه

3𝑥2ℎ = 151  ⇒ ℎ =
151
3𝑥2
=
51
𝑥2
                                   

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝐶 = 135111𝑥2+ 211111𝑥ℎ 
ℎ=

51
𝑥2

⇒     𝐶 = 135111𝑥2+ 211111𝑥 (
51
𝑥2
)

= 135111𝑥2+ (
11111111
𝑥

)

= 1111 (135𝑥2+
11111
𝑥

) 



 

 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

 مآوییمی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقله مینیممر سی ره سات آویسن مقدسی 

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م 𝐶(𝑥)سز رنار سیم 

𝐶′(𝑥) = 1111(271𝑥 −
11111
𝑥2

) = 1111(
271𝑥3 − 11111

𝑥2
) 

𝐶′(𝑥) = 1 ⇒ 271𝑥3 = 11111 ⇒ 𝑥3 =
1111
27

= (
11
3
)
3

⇒ 𝑥 =
11
3

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 حجمبیشترین وکمترین مقدار ( مسایل مربوط به دسته سوم

متر را در نظر بگیرید. سانتی 90ورق فلزی مربع شکل به طول : مثال 

 xهای کوچکی به ضلع ی آن مربعشهخواهیم از چهار گومطابق شکل می

ها را کنار بگذاریم. سپس با تا کردن ورق در امتداد خط برش بزنیم و آن

چقدر  xهای مشخص شده در شکل، یک قوطی در باز بسازیم. مقدار چین

     باشد تا حجم قوطی، حداکثر مقدار ممکن گردد؟

  کتاب سیا ( 115ی صف ه 2 مثال)        

 

 

 

 



 

 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 𝑥و سیتفاع آن مساوی   𝑙ی مکعک مستلیل ر سر ملار  شکلم طول و ع ض قاعد 

 سات. 

 

 )تارع هدف(مقدسی ممکم گ سس.ریشت یم حجم قوط م  م  خوسهیم

حجم مکعک مستلیل = × مساحت قاعد   سیتفاع

 ملار  شکل:

𝑉حجم مکعک مستلیل = ( 𝑙 × 𝑙)× 𝑥 = 𝑙
2
𝑥 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

 )معاس ه کمک (.سات31را توجه ره ف ض اوسل طول ضلع م رع ر سر 

 طول ضلع م رع 31=

⇒ 𝑥 + 𝑙 + 𝑥 = 31⇒ 2𝑥 + 𝑙 = 31 

 



 

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 تنها شوس(𝑙 )کایی م  کنیمنویسیم م 𝑥یس ر  حسک  𝑙ی کمک م سز معاس ه

2𝑥 + 𝑙 = 31 ⇒ 𝑙 = 31− 2𝑥   ,   𝑥 ∈ (1,15) 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

𝑉 = 𝑙2𝑥
𝑙=31−2𝑥
⇒     𝑉 = (31− 2𝑥 )2 𝑥 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

 مآوییمی ر  سن  یس ره سات م مم ملل  م نقلهاکزیر سی ره سات آویسن مقدسی م

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م م  مشت  𝑉(𝑥)سز رنار سیم 

 

𝑉′(𝑥) = (2(31− 2𝑥)(−2)) × 𝑥 + 1(31− 2𝑥)2

= (31− 2𝑥)(−4𝑥 + 31− 2𝑥)

= (31− 2𝑥)(31− 6𝑥) = 1

⇒ {
31− 2𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = .ق.ق)     15 (غ
31− 6𝑥 = 1 ⇒ 𝑥 = 5                     

 

𝑥ره سزسی  =  آید.ت یم حجم مکعک مستلیل ره سات م م ریش5

 



 

 

متر را در نظر بگیرید. سانتی 91ورق فلزی مربع شکل به طول  : تمرین

 xهای کوچکی به ضلع ی آن مربعخواهیم از چهار گوشهمطابق شکل می

ها را کنار بگذاریم. سپس با تا کردن ورق در امتداد خط برش بزنیم و آن

چقدر  xهای مشخص شده در شکل، یک قوطی در باز بسازیم. مقدار چین

𝑥 :جوسب .جم قوطی، حداکثر مقدار ممکن گرددباشد تا ح = 6           

 

را در نظر بگیرید.   ضلع یک مترورق فلزی مربع شکل به طول :تمرین 

برش بزنیم و  xهای کوچکی به ضلع ی آن مربعخواهیم از چهار گوشهمی

یک تا   برمی گردانیم 𝑥 لبه جعبه را به اندازه ها را کنار بگذاریم. سپسآن

، حداکثر مقدار جعبهجم چقدر باشد تا ح x. مقدار ساخته شوددر باز  جعبه

𝑥 جوسب: .ممکن گردد =
1

6
 (78سمت ان نهای  خ سسس )                     

 



 مکان و زمان و سرعتبیشترین و کمترین مقدار( مسایل مربوط به دسته چهارم

متری غرب  200که در  ابوالفضل می خواهد به ایستگاه اتوبوسی برود مثال :

رد. او می تواند با شمال موقعیت فعلی او بعد از پارک قرار دا متری 10و 

متر بر ثانیه از پیاده رو کنار پارک به سمت غرب  9سرعت 

متر بر ثانیه 2برود.همچنین،می تواند از درون پارک و تنها با سرعت 

 را طوری تعیین کنیدکه اودر کمترین𝒙 عبورکند.با توجه به شکل،مقدار

 کتاب سیا ( 121ی صف ه 5)تم یم به ایستگاه برسد. زمان ممکن

 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 

 

 

 

 تگا  ر اد) تارع هدف(سم  خوسهیم سی کمت یم زمان ممکم ره سی

متر 200  

 

 پارک
متر 06  

 ایستگاه اتوبوس

200-X                 A X    B  

𝒄 



 

 

 :ر سر  سات را Cره  A  یز نقلهسروس فضل سزمان یایدن 

𝐶 ره 𝐴 زمان یایدن سروس فضل سز نقله ی = 𝐵 ره 𝐴 زمان یایدن سروس فضل سز نقله ی+ 𝐶 ره 𝐵 زمان یایدن سروس فضل سز نقله ی 

 گا راشد. آن tسی مدت زمان  Vمسافت ط  شد  را ا عت ثارت  xسگ  م  سسنیم 

 𝑥 = 𝑣𝑡 ⇒  𝑡 =
𝑥

𝑣
 

را ا عت  Bره  ) موقیت کنون  سروس فضل(Aی سز نقله سروس فضلزمان یایدن  𝑡1سگ  

𝑡1گا   مت  ر  ثانیه راشدم آن 3 =
211−𝑥

3
 

مت  ر  ثانیه  2را ا عت   Cی ره نقله Bی سز نقله سروس فضلایدن زمان ی 𝑡2سگ  

 گا  : راشدم  آن

𝑡2 =
𝐵𝐶

2
   

 گا :راشدم آن Cره  A  یز نقلهسروس فضل سزمان یایدن  tسگ  

𝐶 ره 𝐴 زمان یایدن سروس فضل سز نقله ی = 𝐵 ره 𝐴 زمان یایدن سروس فضل سز نقله ی+ 𝐶 ره 𝐵 زمان یایدن سروس فضل سز نقله ی 

 

𝑡 = 𝑡1 + 𝑡2 ⇒ 𝑡(𝑥) =
(211− 𝑥)

3
+
𝐵𝐶

2
 

 



 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

𝐵𝐶2  یسرله فیثاغویم سسییم:را توجه ره  = 612 + 𝑥2.) معاس ه کمک( 

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 یم نویسم 𝑥یس ر  حسک  𝐵𝐶ی کمک م سز معاس ه

 𝐵𝐶2 = 612 + 𝑥2 ⇒ 𝐵𝐶 = √612 + 𝑥2 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

        𝑡(𝑥) =
(211−𝑥)

3
+
𝐵𝐶

2
   

𝐵𝐶=√612+𝑥2
⇒        𝑡(𝑥) =

(211−𝑥)

3
+
√612+𝑥2

2
   

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

 مآوییمی ر  سن  یس ره سات م آویسن مقدسی مینیمم ملل  م نقله ر سی ره سات

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑡(𝑥)سز  رنار سیم

𝑡′(𝑥) = −
1
3
+
1
2
×

2𝑥

2√612 + 𝑥2
=
−2√612 + 𝑥2 + 3𝑥

6√612 + 𝑥2
 

𝑡′(𝑥) = 1 ⇒ 3𝑥 − 2√61+ 𝑥2 = 1 



 

 

⇒ 3𝑥 = 2√612 + 𝑥2
یاانیمم       ره توسن 2 
→          7𝑥2 = 4(612 + 𝑥2) 

⇒ 5𝑥2 = 612 ⇒ √5𝑥 = 61 ⇒ 𝑥 =
61

√5
×
√5

√5
= 12√5 

خواهد به قرار دارد. او می Aی در شکل مقابل، شخصی در نقطه:  تمرین

متر بر ثانیه از  4تواند با سرعت ایستگاه اتوبوس برسد. این شخص می

تواند از درون پارک و تنها با به سمت غرب برود و هم چنین می Aی نقطه

کدام باشد تا این شخص در  xمتر بر ثانیه عبور کند. مقدار  2سرعت 

 کمترین زمان ممکن به ایستگاه برسد؟ 

                                                            

 

 

 

 

 

متر 300  

 

 پارک
متر 012  

 ایستگاه اتوبوس

300-X                 A X    B  

𝒄 



 

-ی آن از نزدیکقرار دارد که فاصله Pی نقطهدرون قایقی در  کیانمثال :

خواهد کیلومتر است. او می9معادل    Aی ی ساحل یعنی نقطهترین نقطه

قرارد دارد فرض کنید  Aکیلومتری 1در ساحل برسد که در  Bی به نقطه

 4km/hدر ساحل  کیانو سرعت پیاده روی  2km/hسرع حرکت قایق 

ای برسد، در چه نقطه Bرین زمان ممکن به تباشد. اگر او بخواهد در کوتاه

 پیاده روی کند؟ Bاز ساحل باید پیاده شده و به سوی 

 رسم شکل و نوشتن  معادله تابع هدف :8مرحله 

 کتاب سیا ( 117ی صف ه  5)مثال 

 

 

 

 نامیم.م   Dشوسم سی سز ااحل یس که شخص پیاس  م نقله

 سیستگا  ر اد) تارع هدف( 𝐵 م  خوسهیم سی کمت یم زمان ممکم ره نقله

 

  𝑥  
3𝑘𝑚 

𝐷 

𝐵 𝐴 
8𝑘𝑚 

8 − 𝑥 

𝑃 



 

 

 :ر سر  سات را 𝐵ره  P  یز نقلهکیان سزمان یایدن 

𝐵 ره 𝑃زمان یایدن کیان سز نقله ی =𝐷 تا 𝑃  زمان پایو زسن مسی+𝐵 تا 𝐷  زمان  پیاس  یوی مسی 

 گا راشد. آن tسی مدت زمان  Vمسافت ط  شد  را ا عت ثارت  xسگ  م  سسنیم 

 𝑥 = 𝑉𝑡 ⇒  𝑡 =
𝑥

𝑉
 

 2را ا عت  Dره  ) موقیت کنون  کیان(Pی سز نقله پایو زسن مسی  زمان 𝑡1سگ  

 گا راشدم آن کیلومت ر  ااعت

   

𝐷 تا 𝑃  زمان پایو زسن مسی ∶ 𝑡1 =
𝑃𝐷

2
 

کیلومت  ر  ااعت  4را ا عت  Bی ره نقله Dی سز نقله پیاس  یویزمان  𝑡2سگ  

 گا  : راشدم  آن

𝐵 تا 𝐷  زمان  پیاس  یوی مسی ∶ 𝑡2 =
𝐷𝐵

4
=
8− 𝑥
4

= 2−
1
4
𝑥 

 :ر سر  سات را 𝐵ره  P  یز نقلهکیان سزمان یایدن کل  𝑡 سگ 

𝐵 ره 𝑃زمان یایدن کیان سز نقله ی =𝐷 تا 𝑃  زمان پایو زسن مسی+𝐵 تا 𝐷  زمان  پیاس  یوی مسی 

𝐵 ره 𝑃 کل زمان یایدن سز ∶ 𝑡 = 𝑡1 + 𝑡2 ⇒ 𝑡 =
𝑃𝐷

2
+ 2−

1
4
𝑥 



 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

𝑃𝐷2)را توجه ره یسرله فیثاغویم سسییم:  = 7+ 𝑥2)  .(معاس ه ) کمک 

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

 نویسیم م 𝑥یس ر  حسک  𝑃𝐷ی کمک م سز معاس ه

(𝑃𝐷2 = 7+ 𝑥2) ⇒ 𝑃𝐷 = √𝑥2 + 7 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

         

𝑡(𝑥) =
𝑃𝐷

2
+ 2 −

1
4
𝑥 
𝑃𝐷 =√𝑥2+7
⇒        𝑡(𝑥) =

√𝑥2 + 7
2

 + (2 −
1
4
𝑥) , 𝑥 ∈ [1,8] 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

 مآوییمی ر  سن  یس ره سات م ر سی ره سات آویسن مقدسی مینیمم ملل  م نقله

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝑡(𝑥)سز رنار سیم 

𝑡′(𝑥) =
1
2
×

2𝑥

2√𝑥2 + 7
−
1
4
=
2𝑥 − √𝑥2 + 7

4√𝑥2 + 7
 

𝑡′(𝑥) = 1 ⇒ 2𝑥 − √𝑥2 + 7 = 1 ⇒ 4𝑥2 = 𝑥2 + 7 ⇒ 𝑥 = √3 

 



 

 

ا سرعت ی سوخت یک اتومبیل در هر ساعت برای حرکت بهزینهمثال : 

ها برای تومان است. اگر سایر هزینه 𝟑𝟓𝑽𝟐کیلومتر بر ساعت، برابر  𝑽ثابت 

تومان باشد، اتومبیل با چه سرعتی  2195هر ساعت به طور ثابت برابر 

   ترین مقدار ممکن باشد؟ی آن در یک کیلومتر، کمحرکت کند تا هزینه

 کتاب سیا (118ی صف ه 2)مشاره کایسی کلام 

 نوشتن  معادله تابع هدف :8له مرح

 ) تارع هدف(ت یم مقدسی ممکم راشدی سی یک کیلومت م کمهزینه

هزینه ستوم یل = (هزینه اوخت) × (مدت زمان) + (هزینه ثارت) ×   (مدت زمان)

 رنار سیم:

𝐶 = (35𝑉2)𝑡 + (2835)𝑡 :ی هزینهt  ااعت ح کت ستوم یل 

 :نوشتن رابطه کمکی2مرحله

tف مول  =
x

V
 کمک ( معاس ه).  سسییم:یس  

 

 



 

 : نوشتن یک متغیر برحسب متغیردیگر در رابطه کمکی :9مرحله

tی کمک م معاس ه =
x

V
  سسس  شد  سات : 𝑡 ر حسک  

t =
x

V
 
𝑥=1هزینه یک کیلومت  ح کت
⇒              t =

1
V

 

 :جایگذاری رابطه کمکی در تابع هدف4مرحله 

 𝐶 = (35𝑉2)𝑡 + (2835)𝑡 
t=
1
V

⇒   

𝐶(𝑉) = (35𝑉2) × (
1
𝑉
) + (2835) × (

1
𝑉
) = 35𝑉 +

2835
𝑉

 

 : به دست آوردن ماکزیمم یا مینیمم مطلق:5مرحله 

 مآوییمی ر  سن  یس ره سات م ر سی ره سات آویسن مقدسی مینیمم ملل  م نقله

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م  𝐶(𝑉)سز تارع رنار سیم 

𝐶′(𝑉) = 35−
2835
𝑉2

=
35𝑉2 − 2835

𝑉2
= 1 ⇒ 35𝑉2 − 2835 = 1 

⇒ 𝑉2 = 81 ⇒ 𝑉 = 7𝑘𝑚/ℎ 

 



 

69 

 

:اگر تابع هدف داده شده بر حسب یک متغیر باشد کافیست از تابع تذکر

 مانند مثال زی هدف مشتق گرفته و مساوی صفر قرار دهیم 

یچه سز ااعت پس سز تزیی  سی ماه tغلظت یک سسیوی شیمیای  سی خونم  مثال : 

𝐶(𝑡)ی یسرله =
3𝑡

𝑡3+128
آید. چند ااعت پس سز تزیی  سیم سسیوم سات م ره 

 ت یم مقدسی ممکم خوسهد روس؟غلظت آن سی خونم ریش

ر سی ره سات  شد  سات  ر  حسک یک متغی  سسس  𝐶حل(سی سیم مثال تارع هدف 

 𝐶(𝑡)سز مرنار سیم ییمآوی ر  سن  یس ره سات م ملل  م نقلهماکزیمم آویسن مقدسی

 سهیم:گی یم و آن یس مساوی صف  ق سی م مشت  م 

𝐶′(𝑡) =
3(𝑡3 + 128) − 3𝑡2(3𝑡)

(𝑡3 + 128)2
=
−6𝑡3 + 3 × 128
(𝑡3 + 128)2

 

𝐶′(𝑡)=1
⇒    3 × 128− 6𝑡3 = 1 ⇒ 𝑡3 = 64 ⇒ 𝑡 =  (ااعت) 4

 

 


