
  استدلال رياضي: درس اول 

بارها مشاهده كرديم كه براي تعامل بين همـديگر         . نقش استدلال در زندگي براي همه ما ، انكار ناپذير است          

بـدون بكـارگيري ابـزار    در تمـامي زمينـه هـا ،        ي دانـش    توسعهبديهي است كه    . به استدلال روي مي آوريم    

درك واضح است كـه  . ، جايگاه ويژه اي داردمانند ساير علوماستدلال در رياضيات نيز     . استدلال ممكن نيست  

محـدود بـه حفـظ كـردن رويـه هـا و             و فهم رياضي بدون استدلال امكان پذير نيست و آموزش رياضيات را             

آشنايي با روش هاي استدلال و اثبات در رياضيات، هم به فهم رياضيات و هم بسط                . الگوريتم ها خواهد كرد   

مـي  در اين درس با برخي از روش هاي استدلال و اثبات در رياضـي               . اياني مي نمايد  آن كمك ش   يو توسعه 

  .زيماپرد

  : ثبات در رياضياتاستدلال و ا

دنبالـه اي   بـه   اثبـات در رياضـيات ،        . مي نامند  استدلالات درستي يك گزاره را      بي دليل براي اث   عمل ارائه 

ماننـد اصـول   (عـه از داده هـاي معـين و مـشخص     كه با يـك مجمو  گفته مي شود    منطقي از استدلال هايي     

شروع مي شود و با استفاده از مراحل منطقي به يك            )ي قبلي موضوعه، تعاريف ، مفروضات و نتايج ثابت شده       

  .ي معتبر مي رسدنتيجه

  

  

  

  

در .  اسـتفاده مـي كنـيم   غيرمـستقيم  و مستقيمبراي اثبات گزاره ها در رياضي معمولاً از دو طريق اثبات         

ي شرطي داراي فرض و حكم است كه بـا اسـتفاده از             ش اثبات مستقيم معمولاً گزاره به صورت يك گزاره        رو

 اثبات

  تعاريف

  اصول

  قضيه ها

  نتايج

  فرض

  حكم
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  )2ي صفحه ( 

مفاهيم و قضايايي كه قبلاً ثابت يا پذيرفته شده اند  و با توجه به شرط مـسئله كـه فـرض اسـت، بـه اثبـات                      

  .درستي حكم مي پردازيم

سپس به انجام روابط منطقي به گزاره محال و يا . يمدر روش غيرمستقيم ، كار را با نقيض حكم شروع مي كن

 و در برهان خلف، اثبات را ي محال بدست آيد گزاره،در حالتي كه در پايان. به نقيض فرض خواهيم رسيد

  . مي نامندعكس نقيضحالتي كه در پايان به نقيض فرض رسيده باشيم، اثبات را 

  

  

  

  

   

  

گاهي اوقات يك گزاره ، نادرست است كه براي . ي توان اثبات كردواضح است كه فقط گزاره هاي درست را م

مثال نقض، مثالي است كه نشان مي دهد، يك .  ارائه مي كنيممثال نقضنشان دادن نادرستي آن، يك 

  .ي كلي نادرست استگزاره

  . همچنين مثال نقض ارائه مي كنيمات هاي مستقيم و غير مستقيم وباثمثال براي ادامه چند در 

   اثبات مستقيم  :الف 

  .ي زير را ثابت كنيد درستي گزاره:مثال 

  . بخش پذير است3سه عدد طبيعي متوالي بر  هرمجموع

  :در اين صورت داريم.  نمايش دهيمn+2 وn+1 وn عدد طبيعي را باه كافي است ، س:اثبات 

{ knnnnn
Zk

3133321 =+=+=++++
∈

)()()(  

  .1 بخش پذير است3مجموع هر سه عدد طبيعي متوالي بر  لذا

                                                 
  nk نيز عدد طبيعي باشد، عددnهمچنين اگر.  بخش پذير است3 بر k3در اين صورت.  يك عدد صحيح باشدkاگر.  1

12 همواره زوج و عددk2افه كردكه عدددر اين صورت مي توان اض.  بخش پذير مي باشدnبر +k12 يا −kفرد است . 

ت
با
 اث
ي
ها
ش 

رو
 

 مستقيمغير مستقيم
 

 حكم

 الگزاره مح
 

 نقيض فرض
 

 عكس نقيض 
 

 برهان خلف
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  )3ي صفحه( 

  .عددي مربع كامل است، ي يكحاصل ضرب چهار عدد متوالي طبيعي بعلاوه ثابت كنيد كه :مثال 

  :در اين صورت مي توان نوشت .  يك عدد طبيعي باشدn اگر :اثبات

12331321 22 ++++=++++
∈∈

))(())()(( 321321
ZkZk

nnnnnnnn  

22 مربع كامل    11212 )()( +=++=++= kkkkk  

  مستقيم  غير  اثبات :ب

  .ي متساوي الساقين كه اضلاع آن عدد صحيح باشند، وجود نداردثابت كنيد كه مثلث قائم الزاويه :مثال 

  :پس . )فرض خلف(گيريم كه چنين مثلثي وجود داشته باشد.  :اثبات

222
2

2
22222 =→=→=→=+

b

a

b

a
ababb  

 دو عدد صحيح مي باشند لذا        a و bو چون 
b

a
 مـساوي   2 يك عدد گويا است و نمي تواند با عدد گنـگ           

  )برهان خلف( .پس فرض خلف باطل است. باشد

ABC،  ACABثابت كنيد كه، اگر در مثلث  :مثال  CB آنگاه ≠ ∠≠∠  

CBفرض كنيم كه  ) به روش برهان خلف   : (اثبات  ABCيعنـي مثلـث  .  باشد∠=∠

ACABلذا . بنابراين مثلث متساوي الساقين است. ي مساوي دارد دو زاويه   و ايـن  =

  .ي باشد و نمي تواند درست باشدخلاف فرض م

    مثال نقض :ج

  .ي زير نادرست استي يك مثال نقض، نشان دهيد كه گزاره با ارائه:مثال 

122عدد  +
n

  . ، عددي اول استnي عددهاي طبيعي به ازاي همه

  :در اين صورت داريم.  قرار دهيم5 را برابر n، مقداركافي است ، براي رد درستي اين گزاره :حل 

4294967297121212 32522 =+=+=+
n

  

  . تجزيه مي شود، پس عدد اول نيست×6700417641و چون حاصل به صورت

b 

b 

a 

A 

B C 
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  )4ي صفحه ( 

 ممكن است پيچيده باشد،يك گزاره يا غير مستقيم  همينطور كه گاهي اثبات مستقيم توجه داشته باشيد كه

يك مثال نقض براي يك  ، با گذشت زمان بسيارگاهي طوري كه . دشوار استفتن يك مثال نقض، گاهي يا

  .گزاره پيدا مي شود

  .ي مثال نقض رد كنيدهر يك از گزاره هاي زير را اثبات و يا با ارائهدرستي   :1تمرين

  . مجموع هر دو عدد فرد، عددي زوج است :الف

  . صورت زير اثبات مي شود اين گزاره صحيح است و به:حل 

  :  طوري كه n وm دو عدد فرد باشند، در اين صورت وجود دارد دو عدد صحيح مانندy وxاگر

knmnmnmyx
ny

mx

Zk

2122221212
12

12
=++=++=+++=+→





+=
+=

∈
)()()( 43421  

yxيعني   . زوج است+

yxyxداريم  y وx براي هر دو عدد حقيقي:ب  +=+  

  : در اين صورتx=9 وy=16اگر قرار دهيم،  . طبق مثال نقض زير، اين گزاره نادرست است:حل

525169 ==+=+ yx  

743169 =+=+=+ yx  

yxyxو اين يعني +≠+  

12 ، عدد 1 براي هر عدد طبيعي بزرگتر از  :پ −nل استاو .  

15116124 آنگاه n=4 اگر:حل    .بنابراين، اين گزاره نادرست است.  كه عدد اول نيست−=−=

  .يا، عددي گويا است مجموع هر دو عدد گو :ت

 b وd اعداد صحيح بوده وa وb وc وdآن فرض مي كنيم كهاثبات براي .  اين گزاره درست است:حل 

: راين بناب. غير صفر باشند
b

a
x  و =

d

c
y   :پس . عدد گويا مي باشند =

bd

bcad

d

c

b

a
yx

+=+=+  

bcadحال چون  yx غير صفر است، پسbd عددي صحيح و+   . عددي گويا است+
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  )5ي صفحه( 

CABA داشته باشيم،CوB وAي اگر براي هر سه مجموعه :ث UU CBآنگاه  = =  

},,{اگرزيرا .  اين گزاره نادرست است:حل  321=A و},{ 42=B4}{ و=C ،  

},,,{آنگاه  4321== CABA UU ليوCB ≠  

14 حاصل ضرب دو عدد طبيعي متوالي باشد، آنگاهkاگر  :ج +kمربع كامل است .  

)(براي اثبات آن كافي است . اين گزاره صحيح است:حل  1+= nnk)  نآكه درNn∈ ( در نظر گرفته

  :بنابراين. دشو

22    مربع كامل 1214411414 )()( +=++=++=+ nnnnnk  

22 عددي فرد باشد، ثابت كنيدab دو عدد صحيح باشند وa وb اگر:چ  ba   . زوج است+

  .شكل استدلال مي كنيمبراي اثبات درستي آن بدين .  اين گزاره درست است:حل 

بنابر اين .) اگر چنين نباشد، حاصل ضرب زوج مي شود.( هر دو بايد فرد باشندa وb فرد است، پسabچون

  :  نوشتمي توان.  دو عدد صحيح باشندn وmاگر

12 −= mb 12  و −= na  

  :اكنون داريم

1441441212 222222 +−++−=−+−=+ mmnnmnba )()(  

kmmnn  زوج          عددي 2122222 22 =+−+−= )(  

***  
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  )6ي صفحه ( 

  اثبات مهم چند روش آشنايي با 

كلي مستقيم و ي تهنها را به دو دسآدو طريق اصلي اثبات گزاره هاي درست را بيان كرديم و در مطلب قبل 

  . اشاره مي كنيمروش مهم از اين دو طريق راچند در ادامه .  دسته بندي كرديمغير مستقيم

  ) ها بررسي تمام حالت( روش اشباع : الف 

مكن در مورد آن را در نظر بگيريم و نشان ي موارد مگاهي براي اثبات درستي يك گزاره، لازم است، همه

  .لات ممكن برقرار استي حادهيم كه حكم در همه

  . است2ثابت كنيد كه حاصل ضرب هر دو عدد صحيح متوالي بخش پذير بر  :مثال 

  . زير وجود داردتدر اين صورت دو حال.  دو عدد صحيح متوالي باشندy وxاگر: حل 

  . و لذا حكم درست است زوج خواهد شدxyلذا.  زوج باشدx اگر:حالت اول 

در  زوج خواهد شد و لذا xyلذا. دمي شو زوج yپس عدد بعد از آن يعني.   فرد باشدx اگر:حالت دوم 

  .حكم درست استاين حالت نيز 

752 ، حاصل عبارت n كنيد كه براي هر عدد طبيعي ثابت:مثال  +− nnعددي فرد است .  

نشان مي دهيم كه حكم، .  عددي طبيعي است، لذا مي تواند فرد و مي تواند زوج باشدnاينكه  بنابر:اثبات 

  .در اين دو حالت برقرار است

12 طوري كهkطبيعي فرد باشد، در اين صورت وجود دارد عدد n اگر:حالت اول  −= kn پس :  

751014471251275 222 ++−+−=+−−−=+− kkkkknn )()(  

121672211214413144 222 +′=++−=++−=+−= kkkkkkk )(  

  .يعني حاصل عددي فرد است

kn طوري كهkن صورت وجود دارد عدد طبيعي زوج باشد، در ايnاگر :حالت دوم    : پس =2

7104725275 222 +−=+−=+− kkkknn )()(  

121352216104 22 +′′=++−=++−= kkkkk )(  

  .يعني حاصل عددي فرد است
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  )7ي صفحه( 

  . بخش پذير است6 ثابت كنيد كه حاصل ضرب هر سه عدد طبيعي متوالي بر :مثال 

در اينجا كافي .  متوالي هستندn وn+1 وn+2در اين صورت. عي باشدي يك عدد طبn اگر:اثبات 

اكنون حالت هاي .  بخش پذير است3 و هم بر 2هم بر ضرب  اين سه عدد ، است، نشان دهيم كه حاصل 

  .مختلف را بررسي مي كنيم

))(( زوج باشد، لذا nاگر : اول حالت 21 ++ nnn بخش پذير است2 بر پس زوج بوده و .  

))(( زوج است و لذا n+1 واضح است كه در اين صورت فرد باشد، nاگر :حالت دوم  21 ++ nnn 

  . بخش پذير است2ر زوج بوده و پس ب

))((از اين دو حالت مي توان نتيجه گرفت كه در هر حالت 21 ++ nnn بخش پذير است2 بر .  

))((  بخش پذير باشد،  لذا3 برnاگر :حالت اول   21 ++ nnn بخش پذير است3 بر .  

 بخش پذير 3 بر n+1ياn+2 واضح است كه در اين صورتباشد،ن  بخش پذير 3 برnاگر :حالت دوم 

))((لذا. خواهند بود 21 ++ nnn  بخش پذير است3برنيز .  

))((از اين دو حالت نيز مي توان نتيجه گرفت كه در هر حالت  21 ++ nnn است بخش پذير 3 بر.  

   o=b يا o=a آنگاه o=ab دو عدد حقيقي باشند و a وb ثابت كنيد كه اگر:مثال 

بنابر اين .  صفر مي باشندa ياbدر اين مسئله كافي است نشان دهيم كه حداقل يكي از دو عامل  :اثبات 

  :اين دو حالت زير را مي توان در نظر گرفت

  .) صفر نباشدbحتي اگر. (  حكم برقرار است،رها دو گزفصلي تركيب بنابر. صفر باشد a اگر:حالت اول 

 براي اين كار به شكل زير . بايد صفر باشدbنشان مي دهيم در اين حالت.  صفر نباشدaاگر :حالت دوم 

  .عمل مي كنيم

 صفر نباشد، پس معكوس پذير است و معكوس آن يعنيaاگر
a

1
ف تساوي اكنون دو طر.  نيز غير صفر است

o=abرا در 
a

1
  . ضرب مي كنيم

ooo =→=×→×=× bba
aa

ab
a

)()()(
111

  

  .در اين حالت نيز حكم برقرار است
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  )8ي صفحه ( 

},,,,,{ي از مجموعهn=4 و n=3نشان دهيد كه حاصل عبارت زير فقط به ازاي :مثال  654321=S 

  .زوج مي شود

 
4

1 22 )( += nn
P  

  )بررسي تمام حالتها( .حاصل عبارت فوق را به دست آوريمSي تمام اعضاي مجموعه ازايكافي است به :حل 

1 عدد فرد   
4

41

4

111

4

1
1

2222
=×=+=+=→= )()()(nn

Pn  

9عدد فرد   
4

94

4

122

4

1
2

2222
=×=+=+=→= )()()(nn

Pn  

36      زوجعدد 
4

169

4

133

4

1
3

2222
=×=+=+=→= )()()(nn

Pn  

100   زوجعدد 
4

2516

4

144

4

1
4

2222
=×=+=+=→= )()()(nn

Pn  

225عدد فرد   
4

3625

4

155

4

1
5

2222
=×=+=+=→= )()()(nn

Pn  

441عدد فرد   
4

4936

4

166

4

1
6

2222
=×=+=+=→= )()()(nn

Pn  

  . زوج مي شودn=4 وn=3لذا عبارت داده شده فقط به ازاي

  برهان خلف : ب

تحت عنوان فرض خلف مي ست باشد و لذا خلاف آن را در روش برهان خلف، فرض مي كنيم كه حكم نادر

سپس با استفاده از قوانين منطق گزاره ها و دنباله اي از استدلالهاي درست و مبتني بر اين فرض به . پذيريم

فرض نادرست ي متضاد با فرض مي رسيم و از آنجا معلوم مي شود كه ي غير ممكن يا نتيجهيك نتيجه

  .2طل است و درستي حكم ثابت مي گرددبا )فرض خلف(بودن حكم 

  

                                                 
 .را مورد توجه قرار نمي دهيمبرهان خلف و عكس نقيض اثبات هاي تفاوت هاي ، در اينجا .  2
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  )9ي صفحه( 

، ثابت كنيد  يك عدد گنگ باشدxاگر :مثال 
x

1
  . نيز گنگ است

 گيريم كه :اثبات 
x

1
مي دانيم وارون هر عدد گوياي ناصفر، عددي گويا است، پس چون .  عددي گويا باشد

وارون 
x

1
، پس  نيز گويا است كه با فرض سئوال تناقض داردx يعني

x

1
  . عددي گنگ است

axدرf اگر:مثال  ax درg پيوسته ولي= gfته باشد، ثابت كنيد ناپيوس= axدر+  ناپيوسته =

  .است

gf گيريم:اثبات  axدر+ از طرفي مي دانيم كه تفريق دو تابع پيوسته، پيوسته است، . پيوسته باشد=

gfل چوناح gfgfپس پيوسته اند، f و+ =−+ axدر)(  پيوسته است كه با فرض مسئله =

gfپس تناقض دارد، axدر+    . ناپيوسته است=

.  همان اعداد ولي به ترتيب ديگري باشند3b و2b و1b سه عدد صحيح باشند و3a و2a و1aاگر :مثال 

))()((ثابت كنيد 332211 bababa   .عددي زوج است−−−

))()((فرض كنيم كه :اثبات  332211 bababa ر سه لذا ه. پس عددي فرد است. زوج نباشد−−−

11عامل آن يعني ba 22 و− ba 33 و− ba  مجموع آنها بايد و در نتيجه)  3چرا؟(  هم بايد فرد باشند−

)()()(يعني. عددي فرد باشد 332211 bababa ا مجموع اين ام.  بايد عددي فرد باشد−+−+−

  .فرض خلف باطل است و حكم درست استس  پ. و تناقض مي باشدعدد صفر استسه 

  . ثابت كنيد كه حاصل جمع يك عدد گويا و يك عدد گنگ، عددي گنگ است:مثال 

xrنشان مي دهيم كه.  يك عدد گنگ باشدx يك عدد گويا وr فرض كنيم كه:ات باث  يك عدد +

xrاگر. گنگ است ،  از طرفي مي دانيم كه تفاضل دو عدد گويا. بنابراين عددي گويا است.  گنگ نباشد+

xrپس تفاضل .عددي گويا است Qrxrباشد، يعني بايد عددي گويا r و+ ∈−+  و از آنجا )(

Qx∈در نتيجه فرض خلف باطل و حكم ثابت است.  كه با فرض مسئله تناقض دارد.  

  

                                                 
 عدد فرد هدر اينجا چون حاصل ضرب س.  زوج باشدزيرا حاصل ضرب سه عددي وقتي زوج است كه حداقل يكي از آنها .  3

 .شده است، پس بايد هر سه فرد باشند
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  . ثابت كنيد كه حاصل ضرب هر عدد گوياي ناصفر در يك عدد گنگ، عددي گنگ است:مثال 

) فرض خلف( عددي گويا rx ولي عددي گنگ باشدx يك عدد گوياي ناصفر وrفرض كنيم  :اتباث

گوياي ناصفر علاوه بر اين معكوس هر عدد . مي دانيم كه حاصل ضرب هر دو گويا، عددي گويا است .باشد

Qrxبنابراين . عددي گوياست
r

∈))((
1

  . كه با فرض در تناقض است∋Qxو از آنجا 

   گزاره هاي هم ارز: د 

حال اگر دو . مي نامند) هم ارزش (هم ارز نيم كه اگر ارزش دو گزاره يكسان باشد، آنها را گزاره هاي مي دا

QPيباشند، آنگاه گزاره) هر دو درست يا هر دو نادرست(  هم ارز QوPيگزاره .  درست مي باشد⇔

QPيارهبرعكس اگر گز   حال با. هم ارز هستندQوPي درست باشد، نتيجه مي شود كه دو گزاره⇔

QPفرض درست بودن    .ي ديگر نيز معلوم مي شوداگر ارزش يكي از اين دو گزاره را بدانيم،ارزش گزاره⇔

  . را نتيجه گرفتP مي توانQ و ازQ مي توانPهرگاه از، را هم ارز گويند Q وPيو گزاره د:نتيجه 

  .ستندي زير هم ارز ه نشان دهيد كه دو گزاره:مثال 

  . قرار داردAB روي عمود منصف پاره خطMينقطه) 1

  . يكسان استAB از دو سر پاره خطMيي نقطهفاصله)  2

  : اثبات 

  .را نتيجه مي دهد) ب(ي گزاره) الف(ي  گزاره:حالت اول

BMAMBOMAOM

BOAO

OO

OMOM

=→∆≅∆ →








=
=

∠=∠
=

)()()( ضزض
21 90  

  .را نتيجه مي دهد) الف(ي گزاره) ب(ي  گزاره:حالت دوم 

  :در اين صورت. بگذرد ABرسم مي كنيم كه از وسط پاره خطخطي  Mياز نقطه

21
ض ضض OOBOMAOM

BMAM

BOAO

OMOM

∠=∠→∆≅∆ →








=
=
=

)()()(
  

o18021و چون =∠+∠ OOس پo9021 =∠=∠ OO خط لذاMOهم بر AB  عمود است و هم 

  . استABاز وسط آن مي گذرد، پس عمود منصف

A B 

M 

O 
1 2 

https://konkursara.com
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  . هم ارز هستند2n و زوج بودنnزوج بودننشان دهيد كه  يك عدد طبيعي باشد، nاگر: مثال 

پس وجود دارد عدد .  زوج استn چون. زوج است2n زوج باشد، نشان مي دهيم كهn گيريم كه:اثبات 

kn طوري كه kطبيعي 2=  

kknknknkn ′==→=→=→= 222422 222222 )()(  

 در اينجا از برهان خلف كمك . نيز زوج استn زوج است و نشان مي دهيم2nاكنون فرض مي كنيم كه

  .مي گيريم

  طوري كهkد طبيعيوجود دارد عديعني  . عددي فرد خواهد بودn زوج نباشد، پسnگيريم كه

12 −= kn .  لذا:  

12221441212 222222 +−=→+−=→−=→−= )()( kknkknknkn  

122 +′=→ kn  

  .زوج باشد nپس بايد.  تناقض دارد2n فرد است و اين با زوج بودن2nيعني

baچون از تساوي: مثال  33 مي توان نتيجه گرفت كه= ba 33 ، همچنين از تساوي= ba  مي =

baتوان نتيجه گرفت baيدو گزارهلذا .  = 33 و= ba  زير درست ي مركب گزارهو هم ارز هستند =

  .است

33 baba =⇔=  

baچون از تساوي: مثال  22 مي توان نتيجه گرفت كه= ba 22ولي از تساوي ، = ba  نمي توان =

baنتيجه گرفت baيپس دو گزاره.  = 22 و= ba   . هم ارز نيستند=

   كدام يك از تركيب هاي دوشرطي زير درست است؟ :مثال

33 baba 22ب                               (>⇔> baba   الف (>⇔>

  :حل 

23 زيرا از .گزاره نادرست است: الف  49  نتيجه مي شود كه−>   . و اين نامساوي نادرست است>

  .  زير هر يك از نامساوي ها را مي توان از ديگري نتيجه گرفت.گزاره درست است: ب 
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  روش بازگشتي : ج

ي  بهتر است كه حكم را به كمك عمليات درست تغيير داده تا به يك رابطهدرستي گزاره هاگاهي براي اثبات 

براي تكميل اثبات بايد نشان داد كه تمام مراحل انجام شـده بازگـشت              سپس   .برسيم )هميشه درست  (بديهي

اثبات بازگشتي زماني معتبـر اسـت كـه         در واقع    .پذير هستند،در غير اين صورت درستي اثبات تأييد نمي شود         

  .  ي درست از لحاظ منطقي، برگشت پذير باشندي مراحل براي رسيدن از حكم به يك نتيجهكليه

نشان مي دهيم كه تركيب دو شرطي درسـت          روش اثبات كه به اثبات بازگشتي موسوم است،          ايندر واقع در    

  .پس ديگري نيز درست است. است) بديهي( تشكيل مي شود و چون يك گزاره ي اين تركيب درست 

  . ثابت كنيد كه ميانگين حسابي دو عدد حقيقي و مثبت بيشتر يا مساوي ميانگين هندسي آنها است: مثال

xy دو عدد حقيقي و مثبت باشند، آنگاه x وy اگريعني
yx ≥+

2
  

  به روش بازگشتي :اثبات 

02042

422

2
2

2222

2222

≥+−↔≥−++↔

≥++↔≥+→←

≥+↔≥+

yxyxxyyxyx

xyyxyxxyyx

xyyxxy
yx

)()(  

)(0.  بديهي است  2 ≥−↔ yx  

ابل بازگشت هستند، لذا حكم درست     چون تمام مراحل ق   . است) همواره درست (  به دست آمده بديهي      يرابطه

  .است

2 ثابت كنيد كهa<0 اگر:مثال 
1 ≥+
a

a  

   روش بازگشتي:اثبات 

01012212 بديهي است 
1 222 ≥−↔≥+−↔≥+→←≥+ × )(aaaaa
a

a a
  

چون تمام مراحل قابل بازگشت هستند، لذا حكم درسـت    . است) همواره درست ( به دست آمده بديهي    يرابطه

  .است
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  : دو عدد حقيقي باشند، ثابت كنيدa وb اگر:مثال 

022 ≥++ baba  

  روش بازگشتي :اثبات 

0202220 222222222 ≥++++↔≥++→←≥++ × bababababababa  

0222   . بديهي است ≥+++↔ baba )(  

احل قابل بازگشت هستند، لذا حكم درست      چون تمام مر  . است) همواره درست (  به دست آمده بديهي      يرابطه

  .است

  :، ثابت كنيدx وy براي هر دو عدد حقيقي:مثال 

yxxyyx ++≥++ 122  

   به روش بازگشتي:اثبات 

yxxyyxyxxyyx 2222221 22222 ++≥++→←++≥++ ×
  

012122 2222 ≥+−++−++−↔ )()()( yyxxyxyx  

011. بديهي است 222 ≥−+−+−↔ )()()( yxyx  

چون تمام مراحل قابل بازگشت هستند، لذا حكم درست        . است) همواره درست (  به دست آمده بديهي      يرابطه

  .است

xzyzxyzyx.          سه عدد حقيقي باشند، ثابت كنيدx وy وz اگر: مثال ++≥++ 222  

  به روش بازگشتي :اثبات 

0

0222

222222

222

222222

2222

222

≥−+−+−↔

≥+−++−++−↔

++≥++→←

++≥++
×

)()()( zyzxyx

zyzyzxzxyxyx

xzyzxyzyx

xzyzxyzyx

  

چون تمام مراحل قابل بازگشت هستند، لذا حكم درست        . است  ) همواره درست (  به دست آمده بديهي    يرابطه

  .است
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+<0 دو عدد حقيقي باشند و a وb اگر: مثال baثابت كنيد ،    .     ab
ba

ba ≥
+
+ 33

  

   به روش بازگشتي:اثبات

002 222

2222

33

≥−↔≥+−↔

≥+−↔+≥+−+↔

+≥+↔≥
+
+

)(

)())((

)(

bababa

abbababaabbababa

baabbaab
ba

ba 33

  

چون تمام مراحل قابل بازگشت هستند، لذا حكم درست        . است) همواره درست (  به دست آمده بديهي      يرابطه

  .است

***  

  :تمرين براي حل 

  .گزاره هاي زير را اثبات يا با يك مثال نقض رد كنيد : 2

  .فرد استعددي ع و مكعب هر عدد فرد، مرب :الف 

412حاصل عبارت : ب  ++= xxpل استبه ازاء اعداد طبيعي همواره يك عدد او .  

  .عدد وسطي استميانگين، پنج عدد طبيعي متوالي ، برابر  : پ

22اهآنگ دو عدد صحيح فرد باشند، n وmاگر : ت nm   . بخش پذير است8 بر −

αα يك عدد گنگ باشد، آنگاه αاگر: ث    . نيز گنگ است2+

  .ي محاطي، نصف كمان روبروي آن استي هر زاويه با بررسي حالت هاي مختلف نشان دهيد كه اندازه :3

23 ارائه كنيد به طوري كهx عددي حقيقي مانند :4 xx <  

222 وجود دارند كه   x و yآيا اعدادي صحيح مانند    : 5 )( yxyx اگر وجود دارد، يـك نمونـه       ؟   +=+

  .ذكر كنيد
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  .ي زير هم ارز هستندثابت كنيد كه دو گزاره : 6

  . قرار داردxOyي روي نيمساز زاويهMينقطه: الف 

  . به يك فاصله استxOyي از دو ضلع زاويهMينقطه: ب 

  

   وجود دارند كه a وbآيا مقادير حقيقي و ناصفر  :7

)( 0
111 ≠++=

+
ba

baba
  

  . است2 ثابت كنيد كه مجموع هر عدد گوياي مثبت و معكوس آن حداقل برابر : 8

+≤2 آنگاه ,ba<0يعني اگر
a

b

b

a
  

  . كنيد دو عدد حقيقي باشند، ثابتx وy اگر: 9

)( 1222 −+≥+ yxyx  

  . دو عدد حقيقي باشند، ثابت كنيدx وy اگر: 10

)( 1212 +−≥+ xyxy  

***  

x 
M 

y O 
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   و كاربردآن اعداد صحيحهمنهشتي در : موسدرس 

همنهـشتي  مي پردازيم و به دنبال آن ويژگي هاي      همنهشتي در اعداد صحيح     در اين درس به بررسي مفهوم       

  .خواهيم كردن ابيبردهايي از آن را ركا در نهايت . بررسي مي كنيمرا 

  همنهشتي در اعداد صحيح

 همنهـشت گوينـد و مـي        mي را به پيمانه   b و a يك عدد طبيعي باشد، دو عدد صحيح       mفرض كنيم كه  

baنويسند 
m
bamهرگاه ، ≡ −|  

4187چون :مثال  418 پس|−
7
≡  

هرگـاه در    همنهشت گويند،    mي را به پيمانه   b و a يك عدد طبيعي باشد، دو عدد صحيح       mاگر :نتيجه  

  .در اين صورت مي نويسند.  هم باقي مانده باشندmتقسيم بر

ba
m
modmba)( يا ≡ ≡  

  » mسنج به bهمنهشت با a« يا » mي به پيمانهbهمنهشت با a «و مي خوانند

169پس.  هم باقي مانده اند7ي  به پيمانه9 و 16دو عدد  :مثال
7
≡  

  

  

  

  .  همنهشت هستند3يبه پيمانه  -17و13 نشان دهيد كه : 1تمرين

  .  همنهشت هستند5ي  به پيمانه18 و33 نشان دهيد كه : 2 تمرين

  : مثال 

3185چون: الف  318 پس|−
5
1116چون: ب                            ≡ 111 پس|−−

6
≡−  

529510چون: ج  5295 پس|−+
10

7233چون: د                 −≡− 723 پس|+
3
−≡  

9 7 

1 7 

2 

16 7 

2 14 

2 
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  . همنهشت هستند5ي  به پيمانه18 و33نشان دهيد كه   :3تمرين 

cbaثابت كنيد كه اگر  :4 تمرين
m
bca  آنگاه +≡

m
−≡  

  :حل 

bcabcamcbamcbamcba
mm

−≡→−−→−+→−+→≡+ )(|)(|)(|  

  : مثلاً 

302033320333203323
10101010
≡→−≡→≡+→≡  

ي مـي تـوان يـك عـدد صـحيح را از يـك طـرف رابطـه        كـه   از تمرين فوق نتيجه گرفته مي شود     : نتيجه  

  .طرف ديگر منتقل كرد، به شرط اينكه قرينه شودهمنهشتي به 

153031830183301833
5555
≡→−≡→≡+→≡ )()(  

ba اگر :5تمرين
m
mnو ≡ ba ثابت كنيد كه |

n
≡   

  :ثباتا

b
n

aban
mn ≡→− → ||

bamb
m

a −→≡ |   

3323چون : مثلاً 
10
105 و ≡ 3323 پس|

5
≡  

***  

  ويژگي هاي همنهشتي اعداد صحيح

   صحيح دلخواهي باشند،آنگاه  اعدادd وc وb وa اعداد طبيعي وn وmاگر

 aa
m
≡ )1  

  : اثبات

aaaamm
m
≡→−→ ||0  

.............................................................................................  
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 abba
mm
≡→≡ )2  

  : اثبات

ababmbambamba
mm
≡→−→−−→−→≡ |)(||  

.............................................................................................  

caخاصيت تراگذري                        
cb

ba m

m

m

≡→







≡

≡ )3  

  :اثبات

cacamcbbam

cbmcb

bamba m

m

m

≡→−→−+−→








−→≡

−→≡ |)()(|

|

|
  

.............................................................................................  

 cbcaba
mZcm

+≡+ →≡ ∈
 )4  

  :اثبات

cbcacbcamccbambamba
mm

+≡+→+−+→−+−→−→≡ )()(|||  

.............................................................................................  

bcacba
mZcm
≡ →≡ ∈

 )5  

  :اثبات

bcacbcacmbacmbamba
mm
≡→−→−→−→≡ |)(||  

.............................................................................................  

 dbca
dc

ba m

m

m

+≡+→







≡

≡ )6  

  :اثبات









−+−→
−→≡

−→≡ )()(|

|

| dcbam

dcmdc

bamba
m

m
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dbcadbcam
m

+≡+→+−+→ )()(|  

 .............................................................................................  

 bdac
dc

ba m

m

m

≡→







≡

≡ )7  

  :اثبات

bdac
bdbcdc

bcacba m

mbm

mcm

≡→







≡→≡

≡→≡
×

×
  

.............................................................................................  

n
m

nNnm
baba ≡ →≡ ∈

 )8  

  :اثبات

n
m

nnn
nbnabam

babambamba ≡→− →−→≡ −− || )(|)(
  

  :روش دوم 

n
m

n

n

m

n

m

m

m

m

babbbbaaaa

ba

ba

ba

ba

≡→××××≡××××→



















≡

≡

≡

≡

44 344 2144 344 21
باربار

......

.

.

.  

........................... ..................................................................  

bnnaba
mNnm

≡ →≡ ∈
 )9  

  :اثبات

bnna
nn

ba m

m

m

≡→







≡

≡  
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.............................................................................................  

mkbaba
mZkm

+≡ →≡ ∈
 )10  

  :اثبات

mkbamkba

mk

ba mm

m

m

+≡→+≡+→








≡

≡
o

o

  

پيمانه را اضافه ي همنهشتي، مضربي از  اين ويژگي نشان مي دهد كه مي توان به يك طرف رابطه:توجه 

را مي توان به دو طرف يا هر مضرب ديگر البته با توجه به تمرين بعد مشاهده مي شود كه اين مضرب . كرد

  .نيز اضافه نمود

baاگرثابت كنيد كه   :5تمرين
m
21 آنگاه ≡ mkbmka

m
+≡+  

  :حل 

21

21

mkbmka

mkmk

ba m

m

m

+≡+→








≡

≡ +
  

  :مثال 

5722511253727
555
≡→+≡+→≡ )()(  

علاوه بر ويژگي هاي فوق ، ويژگي هاي ديگري براي هم نهشتي مي توان نوشت كه در اينجا  :توجه  

  .كنيمبدون اثبات آنها را بيان مي كنيم و فقط به ذكر مثال اكتفا مي 

ba
ba

ba
nm

n

m ],[
≡→








≡

  الف( ≡

  :مثال 

2513

2513

2513 12

4

6

≡→







≡

≡  

  :  نتيجه
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baba

nm

ba

ba mnmnnm
nm

n

m

≡ →≡→










=
≡

≡
=],[

],[

),( 1

      

  

  :مثال 

4222

4222

4222 20

5

4

≡→







≡

≡  

),(),( mbmaba
m

  ب( ≡→=

  : مثال 

2204220224222
20

==→≡ ),(),(  

baفرض كنيم،   :6 تمرين
m
cb و≡

n
dnm و ≡ ca در اين صورت ثابت كنيد ),(=

d
≡  

  :اثبات 

ca
cbcb

baba d

dndn

dmdm

≡→







≡ →≡

≡ →≡
|

|
  

  . بدست آوريد7 بر 13802ي تقسيم باقي مانده: 7تمرين

  :حل

12121218
7

1380460
7

4603
7

3
7

≡→≡→≡→≡ )()(  

  . بدست آوريد9  بر13852ي تقسيم  باقي مانده: 8تمرين

  :حل

52194242

212212121218

9
1385

9
1385

9
1385

2
9

21383
9

1383461
9

4613
9

3
9

≡→+−≡ →−≡→

×−≡×→−≡→−≡→−≡→−≡

+≡ )(

)()(

mkb
m

a
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  . را بدست آوريد1037 آخرين رقم سمت راست عدد : 9تمرين

  . برابر آخرين رقم سمت راست آن است10ي تقسيم هر عدد طبيعي بر باقي مانده: حل

3777

7177171717149

10
1033

10
371107

10
377

10
377-1

10
7271

10
273

10
103

3
10

3100
10

10050
10

502
10

2
10

≡ →≡→

×≡×→≡→−≡→−≡→−≡

≡→+−≡→−≡→×≡×→−≡ )(

)()(
  

20001380ي تقسيم باقي مانده: 10تمرين 32   . بدست آوريد7 بر +

  .ابتدا باقي مانده هاي هر يك از اين اعداد را جداگانه تعيين مي كنيم: حل

12121218
7

1380460
7

4603
7

3
7

≡→≡→≡→≡ )()(  

2393

3133131313127

7
20002

7
9

7
2000

2
7

21998
7

1998666
7

6663
7

3
7

≡ →≡→

×≡×→≡→−≡→−≡→−≡

≡

)()(
  

3322132

23

12
7

20001380
7

20001380
7

2000

7
1380

≡+→+≡+→







≡

≡∴  

12121212ي تقسيم باقي مانده: 11تمرين 8765   . بدست آوريد13 بر +++

  .ده هاي هر يك از اين اعداد را جداگانه تعيين مي كنيمابتدا باقي مان: حل

151515125
13

126
13

62
13

2
13

≡→−≡→−≡→−≡ )()(  

16

              131313127

363636336 13
12

13
62

13
23

13
3

13

6
13

126
13

62
13

2
13

≡→








≡→≡→≡→≡

≡→−≡→−≡→−≡

)()(

)()(
  

17

131313127

 310310310

 1071071049
13

12

13
632

13
32

13
3

13

6
13

66
13

6
13

6
13

126
13

62
13

≡→














≡→≡→≡→≡

≡→−≡→−≡

≡→≡→≡

)()(

)()()(

)()()(
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181818164
13

126
13

62
13

2
13

≡→−≡→−≡→−≡ )()(  

4876511118765

18

17

16

15

13
12121212

13
12121212

13
12

13
12

13
12

13
12

≡+++→+++≡+++→















≡

≡

≡

≡

)()(  

  :روش دوم 

41

56

56

1 13
12121212

13
12121212

13
126,1

13
125

1212
13

12121212

12121212
13

12121212

12121212
13

12121212

8765128765

6528765

658765

658765

≡+++→+≡+++ →

+≡+++→

+++≡+++→

−+−++≡+++

≡→≡→ )(

)(

)()(

  

17171717ي تقسيم باقي مانده:12تمرين 8765   . بدست آوريد13 بر +++

  :حل 

056
13

1717171717171717
13

17171717 8765658765 ≡+++→−+−++≡+++ )()(  

  . را بدست آوريد1037 دو رقم سمت راست عدد: 13تمرين

  . برابر دو رقم سمت راست آن است100ي تقسيم هر عدد طبيعي بر باقي مانده: حل

2
100

22
100

2
100

1717149 )()( 555 −≡→−≡→−≡  

25
100

254
100

4
100

21
1717 ≡→≡ → ≡=− )()( 126015

  

437717717
100

103
100

3
3

100
3100

100
100 ≡ →×≡×→≡→ ≡= 433437
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   كدام است؟a بخش پذير باشد، آنگاه كوچكترين مقدار طبيعي براي11 بر a+98 اگر : 14تمرين

1(2                  2(3                        3(4                          4(7  

  . را تعيين مي كنيم11 بر 98ابتدا باقي مانده ي تقسيم عدد: حل

78

12888168816828264

11
97

11
128

11
9

11
8

11
84

11
42

11

≡ →

≡→×≡×→≡→−≡→−≡

≡

)()(
  

077878
11

0
11

98
11

9
11

9 ≡+ →+≡+→≡ ≡+ aaa a
  

kakaa 117110707
11

+−=→+=+→≡+  

  :در اين صورت.  قرار دهيم1 را برابر kمقدار.  لازم استaحال براي تعيين كمترين مقدار طبيعي

4117
1 = →→+−= = aka k

  

3 اگر :15تمرين
6
≡a 5 و

8
≡a . ي تقسيمباقي ماندهa چند است؟24 بر   

  :حل 

1224463633 1
4

11

6
+=→+=→=−→≡ × kakakaa  

1524385855 2
3

22

8
+=→+=→=−→≡ × kakakaa  

)()( 2413332432434
2424

21 +−≡→−≡→−=→−−=−→ aakakkaa  

21
24
≡→ a  

  : ثابت كنيد كه a وbحيحبراي هر دو عدد ص  :16تمرين

222)الف baba
ab

+≡± 333)                                       ب)( baba
ab

±≡± )(  

  :حل 

  :الف 
222 2 bababa +±=± )(  
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222 2 bababa
ab

+±≡±→ )(  

222222 2 babaabbaba
abab

+≡±→±+≡±→ )()()(  

  :ب 

32233 33 babbaaba ±+±=± )(  

32233 33 babbaaba
ab

±+±≡±→ )(  

333333 3 babaababbaba
abab

±≡±→±+±≡±→ )()()(  

1237ي تقسيم باقي مانده: 17تمرين  +n را به ازاي هر عدد طبيعي8 بر  nبه دست آوريد  .  

  :حل 

53737373713737

137137537537

8
125378

12
8

2

8
2

8
21252

8
2

8

8

8

≡ →≡→×≡×→

≡→≡ →≡→≡

+≡+

≡

nnn

nn

)()()(

)()()()()(
  

122 عدد   ،n نشان دهيد به ازاي هر عدد طبيعي :18تمرين 76 ++ + nn بخش پذير است43 بر .  

  :حل 

366636636666
43

2
433643

×≡→×≡× →≡ +× nnnnnn  

7676767
43

12743
2

43
2 ×≡→≡→≡ +× nnnn )()(  

  .حال موارد بالا را نظير به نظير جمع مي كنيم

7636676
43

122 ×+×≡+ ++ nnnn  

07643676736676
43

122
43
122

43
122 ≡+→≡+→+≡+→ ++++++ nnnnnnnn )()(  
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711 عدد   ،nعي نشان دهيد به ازاي هر عدد طبي :19تمرين 13 −−n بخش پذير است19 بر .  

  :حل 

71111711711 21321313 −×=−=− −+−− nnn )()(  

ا ام:  

1
19331111

1913111
19311 ≡−→−≡−→≡ nnn )()(  

0
19
713117

19131171
192113311

7
19211 ≡−−→≡−→×≡×− → ≡ nnn  

97211ي تقسيم عدد قي ماندهاب :22تمرين ×+   . بيابيد23را بر )(

  : حل 

2421228129292
23

11223
1012

23
8123

102
23

25
23

5 ≡→≡ →≡→≡→≡ ×≡)()(  

7297287212
23

11923
11723

111
23

24 ≡×+→≡+→≡ → ×+≡ )(  

33972
23

113
23

72 =→≡×+ → ≡ r)(  

53اگر دو عدد :22تمرين −a 74و −a،69 رقم يكان برابر داشته باشند +a رقم يكان عدد را به 

  .دست آوريد

  . همنهشت هستند10يانهچون اين دو عدد رقم يكان مساوي دارند، پس به پيم: حل 

257345374
101010
≡→−≡−→−≡− aaaaa  

4692469189
104

10
24106109 ≡+ →≡+→≡→ ≡+×

aaa  

∑ي تقسيم عدد  باقي مانده :23تمرين
=

500

1n
n! را به دست آوريد10 بر .  

  :حل 

!...!!!! 500321
500

1
++++=∑

=n
n  
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3130004621

0500

06

01205

4244

63

22

11

3
10

13

10

10

1010

1010

10

10

10

= →=+++++++=→























≡

≡

≡≡

≡≡

≡

≡

≡

≡+ rr ...

!

!

!

!

!

!

M

  

  سفند ماه در همان سال چه روزي از هفته است؟ ا7 اگر اول مهر ماه در يك سال يكشنبه باشد،  :24تمرين

را  7ي تقسيم عدد بدست آمده بر  اسفند را تعيين و باقي مانده7 كافي است تعداد روزهاي از اول مهر تا :حل 

  .با توجه به جدول زير محاسبه كنيم

  شنبه  جمعه  پنجشنبه  چهارشنبه  سه شنبه  دوشنبه  يكشنبه

0  1  2  3  4  5  6  

  برابر  روز از اسفند 7  و بهمنماه هاي مهر و آبان و آذر و دي وتعداد روز هاي 

156730303030130 =+++++− )(  

2156و چون
7
  .سه شنبه است ، اسفند7س پ≡

   چه روزي از هفته است؟رداد ماه در همان سال م31 بهمن در يك سال جمعه باشد، 12 اگر  :25تمرين

 7ي تقسيم عدد بدست آمده بر را تعيين و باقي مانده بهمن 12 مرداد تا 31 كافي است تعداد روزهاي از: حل 

  .را  با توجه به جدول زير محاسبه كنيم

  جمعه  پنجشنبه  چهارشنبه  سه شنبه  دوشنبه  يك شنبه  شنبه

6  5  4  3  2  1  0  

  برابر  روز از بهمن 12مهر و آبان و آذر و دي و  و شهريور تعداد روز هاي ماه هاي 

163123030303031 =+++++  

2163و چون
7
  . است مرداد چهارشنبه31س پ≡
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  : تمرين براي حل 

19277ي تقسيم عدد  باقي مانده :26   . را تعيين كنيد13 بر +

1012100013ي تقسيم عدد باقي مانده : 27   . را تعيين كنيد7 بر ×+

  . را به دست آوريد9 بر عدد 1358112يم عدد ي تقسباقي مانده  :28

∑ي تقسيم باقي مانده  :29
=

100

1n
n! را تعيين كنيد8بر  .  

424101 يكان عدد :30 37   . را تعيين كنيد+

161161161161ي تقسيم باقي مانده :31 251243242241 )(...)()()(   . بدست آوريد12 بر ++++

1211 نشان دهيد كه :32   . بخش پذير است23 بر −

521381ي تقسيم باقي مانده  :33   .  را به دست آوريد7 بر +

  . اتحاد زير به بسط دوجمله اي خيام موسوم است :34

nnnnnn b
n

n
ba

n
ba

n
ba

n
a

n
ba 







++






+






+






+






=+ −−− ...)( 33221

3210
  

Zba و∋Nnثابت كنيد كه براي هربه كمك اين اتحاد،  nn همواره ,∋
ab

n baba +≡+ )(  

515151 با استفاده از تمرين قبل ثابت كنيد كه عدد :35 121123   . بخش پذير است132 بر −+

  :حل 

5151
1211

515151 12111211121123121123 +≡+→+=→+=
×

)()()(  

0121123
132

515151 ≡−−→  

براي سادگي (  استد عد برابر مجموع ارقام آن3 بر صحيحعددهر ي تقسيم  ثابت كنيد كه باقي مانده: 36

  .) رقمي فرض كنيد5كار عدد مورد نظر را 

  . را به دست آوريد3 بر 45271ي تقسيم  باقي مانده :37

  روز تولد خودتان چه روزي است؟.  چهارشنبه است1397 اول فروردين سال  :38

https://konkursara.com



  )50ي صفحه ( 

  ي همنهشتي يك عدد صحيحدسته

حـال  .   مي باشند3 و 2 و 1 و  0 عبارتند از    4 بر   در درس قبل ديديم كه باقي مانده هاي تقسيم اعداد صحيح          

ي ي اعداد صحيح در نظر بگيريم كه باقي مانـده ي مجموعهاگر  هر كدام از اين باقي مانده ها را يك نماينده   

  : باشد، داريم3 و 2 و 1 و 0 به ترتيب 4تقسيم هر عضو آن مجموعه بر عدد 

41612840484 ][,...},,,,,,{...,}|{ oo =−−==∈= kxZxA  

41 117139513714 ][,...},,,,,,{...,}|{ =−−=+=∈= kxZxA  

42 2181410622624 ][,...},,,,,,{...,}|{ =−−=+=∈= kxZxA  

43 3191511731534 ][,...},,,,,,{...,}|{ =−−=+=∈= kxZxA  

همچنين در هر مجموعه .  به چهار مجموعه افراز مي شود4ي اعداد صحيح با عمل تقسيم بر يعني مجموعه

  . بخش پذير است4تفاضل هر دو عضو بر 

  : مي توان نوشت3Aي براي مثال در مجموعه

bakkkkbaAba −→−=−−+=−→∈ |)()()(, 443434 21213  

ي تقسيم ي اعداد صحيح كه باقي ماندهي همهاين موضوع براي هر عدد طبيعي برقرار است و لذا مجموعه

ن را با آ مي نامند و mي به پيمانهrي هم نهشتي مي باشد را كلاس يا دستهr برابرmآنها بر عدد طبيعي

mr][يعني .  نمايش مي دهند:  

mr rrmkxZxA ][}|{ =+=∈=  

  . را بنويسيد2 كلاس هم ارزي 3ي  در همنهشتي به پيمانه: 39تمرين

  : حل

}{}|{][ ...,  14,  11,  8,  5,  2,  1,  4,  7, ... 2 −−−=+=∈= 233 kxZx  

  . تمام كلاسهاي هم ارزي را بنويسيد5ي در همنهشتي به پيمانه: 40تمرين

}{}|{][ ...,  20, 15,  10,  5, 0,  , ... 0 555 −==∈= kxZx  

}{}|{][ ...,  21, 16,  11,  , ,1 , ... 1 64155 −=+=∈= kxZx  

}{}|{][ ...,  22, 17,  12,  , 2,  , ... 2 73255 −=+=∈= kxZx  
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}{}|{][ ...,  23, 18,  13,  , 3,  , ... 3 82355 −=+=∈= kxZx  

}{}|{][ ...,  24, 19,  14,  , 4,  , ... 4 91455 −=+=∈= kxZx  

   تعلق دارد؟9ي ي هم نهشتي به پيمانه به كدام دسته1398عدد  : 41تمرين 

  :حل 

3139821139889311398
93

9
2199

≡ →≡→+++≡ ≡
  

9313983 ][∈→=→ r  

   تعلق دارد؟8ي  به كدام يك از كلاس هاي هم ارزي در همنهشتي به پيمانه-210د  عد: 42 تمرين

1 (][6                       2 (][2                        3( ][3                    4( ][1  

  . را تعيين كنيم8 بر -210ي اصلي تقسيم عدد است باقي مانده كافي :حل

61
1 8888

2108221022102210 ≡−→+−≡−→−≡− →≡ −× )()(
  

82106 ][6∈−→=→ r  

  . به صورت هاي زير نوشته شده اندa وb دو عدد  :43تمرين

27 2 −= kb 57  و 1 += ka  

baي همنهشتيهدست   . مشخص كنيد7ي  را به پيمانه+2

ba تقسيم  اصلي كافي است كه باقي مانده:حل    .را تعيين كنيم 7   به+2

5
7
≡a  

422
727
−≡→−≡ × bb  

12452
77
≡+→−+≡+→+ baba )(  

7121 ][)( ∈+→=→ bar  

  فقط يكي از حالت هاي زير برقرار    kبه ازاي هر  نشان دهيد كه    .  يك عدد صحيح باشد    kاگر  :44تمرين

  . است

30][∈k 31 يا][∈k 32 يا][∈k  

210 8 

26 .... 

2 
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 kپـس .  مي باشد2 يا 1 يا 0 ، يكي از اعداد 3 بر عدد  kي تقسيم هر عدد صحيح همچون      باقي مانده  :حل  

  . تعلق داشته باشد3ي ي هم ارزي به پيمانهبايد فقط به يكي از دسته

  . چنين است5ي ي دسته هاي هم ارزي به پيمانهي همه مجموعه: 45تمرين

]}[],[],[],[],{[ 4320 aaaa  

   كدام است؟aعدد

1(1                        2(2                                  3(5                          4(4  

  . بصورت زير مي باشد5ي ي دسته هاي هم ارزي به پيمانه مجموعه:حل

]}[],[],[],[],{[ 43210  

  .قرار مي دهيم. شده عددي قرار دهيم كه اين دو مجموعه مساوي شوندي داده  در مجموعهaحال به جاي














===
===

==
=

=

⇒

=

][][][][

][][][][

][][][

][][

][][

1162

382

          42

                        2

                          00

2

44

33

22

a

a

a

a

a

  

  . بخش پذير باشد11 بر 9ي  برابر آنها بعلاوه5 را بيابيد كه aي اعداد صحيحي چونهمه : 46تمرين

  :حل 

73551149595095
11511111111
≡→≡→×+−≡→−≡→≡+ ÷ aaaaa )(  

Zkka ∈+=→ ;711  

  : براي حلنتمري

7413اگر : 47 ][)( ∈+x 35 كهتعيين كنيد، آنگاه با محاسبه 2 +xي همنهشتي تعلق  به كدام دسته

  دارد؟

***  
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  )53ي صفحه( 

  ي همنهشتيمعادله

bax به شكل  ي همنهشتي رابطه ره
m
≡ )b وa   عدد صحيح و   دوm   ي همنهـشتي   را يك معادله  )  طبيعي

- بـه پيمانـه  bبـا   oax است كهox مانندي همنهشتي يافتن اعداد صحيحي   منظور از حل معادله   . دنامنمي  

   به عبارتي ديگر .باشند  باقي مانده همmي

Zkbmkax ∈+= ;o  

  .ي زير را حل كنيد معادله:مثال 

2
7
≡x  

Zkوجود دارد :حل  27 كه∋ += kxلذا xمي تواند به ازاي مقادير مختلف kعداد زير باشد يكي از ا.  

....  3  2  1  0  1-  2-  3-  ....  k  

....  23  16  9  2  5-  12-  19-  ....  x  
27توجه داشته باشيد كه جواب كليّ += kx مي نامندجواب عمومي معادله را .  

براي دست يابي به .  ولي گاهي اين ضريب يك نمي باشد عدد يك استxضريب   فوق، مثالي در معادله

برخي از اين كار به كمك ويژگي هاي زير كه قبلاً با .  را حذف كنيمx معادله بايد ضريبجواب هاي عمومي

  .آشنا شده ايد، انجام مي شودنها آ

baاگر :الف 
m
21 آنگاه ≡ mkbmka

m
+≡+  

bcacاگر  :ب 
m
dmc و≡ ba آنگاه ),(=

d

m

  .) باشديمجزء اهداف كتاب ناثبات اين ويژگي (  ≡

bcac اگر :نتيجه 
m
),(=1 و≡ mc آنگاه ba

m
≡  

93ي همنهشتي ه معادل: 48تمرين
5
≡xرا حل كنيد .  

  :حل

Zkkxxxx ∈+=→≡ →×≡→≡ =
;

)(
35333393

5
153,

55
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  )54ي صفحه ( 

124ي همنهشتي معادله: 49تمرين
9
≡xرا حل كنيد .  

  :حل

Zkkxxxx ∈+=→≡ →×≡→≡ = ;)(
393344124

9
19,4

99
  

134ي همنهشتي معادله: 50تمرين
9
≡xرا حل كنيد.  

  :حل

Zkkxxxx ∈+=→≡ →→≡ →≡ =≡ ;)(
19144134

9
19,4

9
4

9
13

9
  

174ي همنهشتيمعادله  :51تمرين
5
≡xرا حل كنيد .  

  :حل

)( 524
17 ×+≡→≡ →≡ ≡

224174
55

2
5

5
xxx  

Zkkxxx ∈+=→≡ →≡→ =
;

)(
35312

5
15,

5 4
4  

  . معادله هاي همنهشتي زير را حل كنيد :52تمرين

4010)الف
15
≡x139)                                ب

4
≡x             794)                 ج

11
≡x23  

  :حل 

  : الف 

Zkkxxxx ∈+=→≡ →≡ →≡ ≡= ;),(
13144010

31
3

435151015
  

  : ب 

Zkkxxxx ∈+=→≡ →→≡ →≡ =≡ ;)(
1419139

4
19,4

4
9

4
13

4
9  

  : ج 

3555523
7923 111111

2
11

5و
11

4
11

11)322794 ≡→×+≡→≡ →≡ ≡≡
xxxx (  

Zkkxx ∈+=→≡ → = ;),(
7117

1115 11
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  )55ي صفحه( 

baxي هم نهشتي معادله:توجه 
m
dma داراي جواب است، اگر و فقط اگر≡ bd و),(= اين  ( |

  .)موضوع را بدون اثبات مي پذيريم

),(=1لذا اگر maره داراي جواب استا معادله ، همو.  

116ي  معادله:مثال 
9
≡x396زيرا .  داراي جواب نيست 113 و ),(= |/  

184يه معادل:مثال 
6
≡x 264زيرا . ستا  داراي جواب 182 و ),(=   . و جواب آن مي شود|

123999
262 33366

222222184 ≡→+≡→≡ →×≡×→≡ = xxxxx ),(
  

kxxx 306
06 =→≡ →≡ → ≡= 3

3
3

1(2,3)
  

  :تمرين براي حل 

  .حل كنيددر صورت امكان معادله هاي همنهشتي زير را   :53

208)  الف
12
≡x              115  )                                 ب

6
≡x1  

  .شود 7، حاصل بخش پذير  واحد كم كنيم13سه برابر آنها اگر از ي اعداد صحيحي را بيابيد كه  همه :54

***  
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  )56ي صفحه ( 

  ي سيالهمعادله

ي سـياله   ي اعداد صحيح باشـند، را معادلـه       آن مجموعه ي متغير هاي    ي دو يا چند متغيره كه دامنه      هر معادله 

 مي ي خطيي سيالهمعادلهي يك باشند،آنرا ي سياله از درجهاگر متغير هاي معادله. مي گويند) ديوفانتي(

  .نامند

cbyaxيمثلاً معادله Zcbaي خطي است كه در آني سياله يك معادله+= 022 و,,∋ ≠+ ba  

),(يعني زوج مرتب. ي سياله، يافتن جواب هاي صحيح معادله استمنظور از حل يك معادله oo yx از اعداد 

cbyaxيي سيالهصحيح را يك جواب معادله cbyax مي نامند، هرگاه+= =+ oo   

),( زوج مرتب :مثال 32 1223ي يك جواب معادله− =− yx123223زيرا .  است =−− )()(  

  :براي مثال . ي سياله را مي توان به يك معادله ي همنهشتي تبديل كرد معادله:توجه 

caxcaxbcaxbybcaxcbyax
b||

||)( ≡→−→−−→−=−→=+  

cbycbyacbyaxacbycbyax
a||

||)( ≡→−→−−→−=−→=+  

cbyaxي خطيي سيالهمعادلهبنابراين  cdbaفقط اگر   داراي جواب است، اگر و+= |),( =  

dba اگر:1 نتيجه cd و),(= cbyaxيي سياله آنگاه معادله/|   . داراي جواب صحيح نيست+=

764يي سياله معادله:مثلاً =+ yxداراي جواب صحيح نيست .  

),(=1 اگر : 2 نتيجه ba چون c|1  يي سياله  آنگاه معادلهcbyax   همواره داراي جواب صحيح      +=

  .است

54397  ثابت كنيد كه معادله    : 55تمرين =+++ ynxn  داراي n بـه ازاء هـر عـدد صـحيح        )()(

  .جواب است

dnn گيريم كه:حل =++ ),( 4397  

11437973

43743

97397
4397

= →→+++−→





+→+
+−→+

→=++

∈ ddnnd

ndnd

ndnd
dnn

Nd|)()(|

)(||

)(||
),(
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  )57ي صفحه( 

  ي سيالهروش هاي حل يك معادله

ي اين روش هاي مي توان موارد زير را         از جمله . ي سياله روش هاي مختلفي وجود دارد      براي حل يك معادله   

  .معرفي كرد

  ي همنهشتيتبديل به معادلهروش : الف 

 بدين شـكل  .ي همنهشتي مي توان به جواب هاي كلي آن دست يافته به معادلهي سيالبا تبديل يك معادله  

cbyaxيكه ابتدا معادله   cax را به صورت   +=
b||
ي همنهـشتي يـك      مي نويسيم و با حل اين معادلـه        ≡

ي اصـلي جـواب   ي سـياله اين جواب در معادلـه  با جايگزين كردن.  به دست مي آوريم    xبرايعمومي  جواب  

  . بدست مي آيدyعمومي براي

832يمعادله :مثال  =+ yxرا حل كنيد .  

132چون: حل    . ، لذا معادله داراي جواب است|81 و),(=

13131482832
3331323

+=→≡→+≡→≡ →≡→=+ = kxxxxxyx ),(
  

2283132832
13 +−=→=++ →=+ += kyykyx kx )(  

95يمعادله :مثال  =+ yx4را حل كنيد .  

14چون: حل  =),(   . ، لذا معادله داراي جواب است|91 و5

1514454494954
5154555

+=→≡ →≡→+≡→≡→=+ = kxxxxxyx ),(
  

1495154954
15 +−=→=++ →=+ += kyykyx kx )(  

  روش اويلر: ب 

ي عناصر درمطلق كمتر از ضريب ديگري است،برحسب بقيهدر اين روش مجهولي را كه ضريب آن از لحاظ ق

اين عبارت را تا حد امكان تفكيك مي نمـاييم و           . معادله حساب مي كنيم كه يك عبارت كسري به دست آيد          

 k را بـر حـسب  y وx قرار داده و از آنجـا     kكسر جديدي كه حاصل مي شود  را برابر عدد صحيحي مانند           

  .بدست مي آوريم
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  )58ي صفحه ( 

832ي معادله:مثال  =+ yxرا حل كنيد .  

132چون: حل  كوچكتر از ضريب  داراي قدرمطلقxچون ضريب.  ، لذا معادله داراي جواب است|81 و),(=

yاست پس :  

2
4

22

28

2

28

2

38 y
y

yyyyy
x

−+−=−+−=−−=−=  

 حال
2

y−
  .  قرار مي دهيمk را برابر عدد صحيح

kyk
y

2
2

−=→=−
  

  :پس

kkkx
y

yx 3424
2

4 +=++=→−+−=  

  :در نهايت داريم





−=
+=
    2

34

ky

kx
  

1152يعادله م :مثال =+ yxرا حل كنيد .  

152 چون :حل  داراي قدرمطلق كوچكتر از ضريب      xچون ضريب . ، لذا معادله داراي جواب است     |111و),(=

yاست پس :  

2

1
25

2

4110

2

511 y
y

yyy
x

−+−=−−+=−=  

 حال
2

1 y−
  .  قرار مي دهيمk را برابر عدد صحيح

kyk
y

21
2

1 −=→=−
  

  :پس

kkkx
y

yx 532125
2

1
25 +=+−−=→−+−= )(  

  :در نهايت داريم





−=
+=

   21

53

ky

kx
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  )59ي صفحه( 

1135ي معادله:مثال =− yxرا حل كنيد .  

135 چون :حل =−  داراي قـدرمطلق كـوچكتر از       yچـون ضـريب   . ، لذا معادله داراي جواب است     |111 و ),(

  : است پسxضريب

3

2
23

3

629

3

511

−
+++−=

−
+−+=

−
−= x

x
xxx

y  

 حال
3

2

−
+ x

  .  قرار مي دهيمk را برابر عدد صحيح

kxk
x

32
3

2 −−=→=
−
+

  

  :پس

kkk
x

xy 573223
3

2
23 −−=+−−+−=

−
+++−= )(  

  :در نهايت داريم





−−=
−−=

ky

kx

57

32
  

  روش كلاسيك : ج

  .ي زير است قضيهبر اساسروش كلاسيك براي حل معادلات سياله 

),( اگر : قضيه oo yx   يي سياله  يك جواب معادلهcbyax ي كليـه  ثابت مي شـود كـه      باشد،آنگاه   +=

  : جوابهاي معادله عبارتند از 









−=

+=

k
d

a
yy

k
d

b
xx

o

o
  

dba كه در آن Zk و),(=   . مي باشند∋

cbyaxيي سـياله   طبق اين قضيه بديهي است كه اگر معادلـه         : نتيجه  داراي جـوابي بـه صـورت        +=

),( oo yx،ي فوق بدست مي آيند در حقيقت بي شمار جواب دارد كه از رابطه باشد   .  

832ي معادله:مثال  =+ yxرا حل كنيد .  
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  )60ي صفحه ( 

132چون: حل ),(با جستجو به جواب.  ، لذا معادله داراي جواب است|81 و),(= ي پس كليه .  مي رسيم21

  :جواب هاي اين معادله عبارتند از









−=−=−=

+=+=+=

kkk
d

a
yy

kkk
d

b
xx

22
1

2
2

31
1

3
1

o

o
  

1064ي معادله:مثال  =+ yxرا حل كنيد .  

264چون: حل ),(با جستجو به جواب.  ، لذا معادله داراي جواب است      |102 و ),(= پس كليـه  .  مي رسيم1 1

  :ب هاي اين معادله عبارتند ازي جوا









−=−=−=

+=+=+=

kkk
d

a
yy

kkk
d

b
xx

21
2

4
1

31
2

6
1

o

o
  

764 معادله ي :مثال  =+ yxرا حل كنيد .  

264چون : حل   .  ، لذا معادله داراي جواب نيست/|72 و),(=

  :تمرين براي حل 

  .ي زير را به سه روش بيان شده حل كنيدمعادله  :56

1157 =+ yx  

***  
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  )61ي صفحه( 

  ي كاربرديحل چند مسئله

  .معرفي مي كنيم. مسئله رياضي كه به كمك معادله ي سياله حل مي شونددر انتهاي بحث چند 

1152ي معادله1 جوابهاي طبيعي:مثال  =+ yxرا بيابيد .  

  .هاي قبل داريمبا توجه به تمرين . ابتدا معادله را حل مي كنيم: حل





−=
+=

   21

53

 ky

kx
  

  .حال جدولي مانند جدول زير تشكيل مي دهيم و جوابهاي طبيعي معادله را به كمك آن تعيين مي كنيم

....  2  1  0  1-  2-  3-  4-  ....  k  

....  13  8  3  2-  7-  12-  17-  ....  x  

....  3-  1-  1  3  5  7  9  ....  y  

  . است3,1)(با توجه به اين جدول بديهي است كه معادله داراي يك جواب طبيعي

  . براي تعيين جواب هاي طبيعي معادله ، مي توان به شكل زير نيز عمل كرد:توجه 

5

3
0530

−>→>+→> kkx  

2

1
120210 <→−>−→>−→> kkky  

بين)   صحيح kتعداد( عداد صحيح    تعداد ا  اكنون
5

3−
 و   

2

1
در اين مسئله فقط يك عدد      .  را تعيين مي كنيم    

بين k=0 در حالت  صحيح و آن هم   
5

3−
 و   

2

1
عادله فقط يك جواب طبيعـي دارد كـه بـه           لذا م . وجود دارد  

  . بدست مي آيدk=0ازاي





=
=

 →




−=
+= =

1

3

   21

53

y

x

ky

kx k 0

 
  

***  

                                                 
),(بي است مانندمنظور از جواب طبيعي، جوا .   1 oo yx كه در آنoxوoyهر دو عدد طبيعي باشند . 
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  )62ي صفحه ( 

ي براي چسباندن تمبر روي يك بسته.  ريالي  موجود است50 و90 در يك دفتر پستي فقط تمبر هاي:مثال 

  ق به چه مقدار لازم است؟ ريال تمبر دارد، از هر كدام از تمبر هاي فو850پستي كه نياز به

  يي سيالهمعادله. در نظر بگيريمyو x ريالي را به ترتيب50 و90تعداد تمبرهاي: حل

8505090 =+ yxحاصل مي شود  .  

85598505090
10 =+→=+ ÷ yxyx  

8559ي  است كه در معادلهx وyصحيح غير منفي هدف تعيين جواب هاي  =+ yxصدق كند  .  

19چون =),(  x داراي قدرمطلق كوچكتر از ضريب     yچون ضريب . ، لذا معادله داراي جواب است     |581 و 5

  :است پس

xx
xxx

y
5

217
5

109 185

5

85 +−=+−=−=  

x حال 
5

1
  .  قرار مي دهيمk را برابر عدد صحيح

kxkx 5
5

1 =→=  

  :پس

kkkxxy 9171017
5

17 −=+−=+−= 1
2  

  :در نهايت داريم





−=
=

ky

kx

91

5

7
  

  :حال براي تعيين جوابهاي صحيح غير منفي مي توان نوشت

8810
881

9

17
0910

0050

91

5
/

/
≤≤→







≤→≤→≥−→≥

≥→≥→≥
→





−=
=

k
kkky

kkx

ky

kx
77

  

  لذا k=1 و k=0: اين دو عدد عبارتند از .  وجود داردkكه در اين بازه ، فقط دو عدد صحيح براي





=
=

 →= 



−=
=

8

7

y

x
k

ky

kx
5

1
91

5

        و         




=
=

 →= 



−=
=

7

7

1

0
0

91

5

y

x
k

ky

kx

  

  .صحيحي غير منفي را نيز تعيين كردجوابهاي مي توان با تشكيل جدول نيز 
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  )63ي صفحه( 

....  2  1  0  1-  ....  k  

....  10  5  0  5-  ....  x  

....  1-  8  17  26  ....  y  

  . پس دو جواب زير حاصل مي شود





=
=





=
=

8

5

17

0

y

x

y

x
,  

***  

   شاخه به دلخواه انتخاب كرد؟9ريق مي توان از بين دو نوع گل، يك دسته گل شامل به چند ط: مثال 

با توجه به صورت مسئله   .  فرض مي كنيم   y و تعداد گل هاي نوع دوم را       xتعداد گل هاي نوع اول را     : حل  

+=9 :داريم yx  

kx اگرپس ky آنگاه = −=   .د دا تشكيلا و مي توان جدول زير ر9

9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  k  
9  8  7  6  5  4  3  2  1  0  kx =  
0  1  2  3  4  5  6  7  8  9  ky −= 9  

  . شاخه تهيه كرد9  يعني به ده طريق مي توان يك دسته گل شامل

Nk( اگر : نكته kyxيي سيالهتعداد جوابهاي طبيعي معادله) ∋   .  استk−1 برابر +=

  .با تشكيل جدول به راحتي مي توان اين موضوع را مشاهده كرد: اثبات 

....  k  1−k  2−k  ....  3  2  1  0  ....  x  

....  0  1  2  ....  3−k  2−k  1−k  k  ....  y  

  

  . مي باشدk−1ول قابل قبول هستند و تعداد آنها  كه فقط جواب هاي هاشور خورده در جد

***  

  :تمرين براي حل 

  . توماني تبديل كرد5000 و2000 تومان را به اسكناس هاي18000 به چند طريق مي توان :57

 شوند  نفر وارد اين رستوران5اگر .  در يك رستوران فقط دو نوع خورش قورمه سبزي و قيمه وجود دارد           :58

  .)ا مي كندذهر نفر فقط يك پرس غ. ( به چند طريق مي توانند سفارش غذا بدهند
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  )64ي صفحه ( 

ي هم مركز ، تير اندازي  تير اندازي به سمت يك هدف ، شامل دو دايره          :59

ي  امتياز و اگر به دايره5اگر او تير را به دايره ي با شعاع كوچكتر بزند . مي كند

اگر او كمتـر از  .  امتياز مي گيرد3 كوچكتر بزند، يتر و خارج دايره   گبزربا شعاع   

ي بزرگتر اصابت كرده باشند و در ي تير ها به داخل دايره تير انداخته و همه15

 امتياز گرفته باشد، چند حالت براي او در اين تيراندازي مي تواند ثبت              42پايان  

  .كند

+=11يتعداد جوابهاي طبيعي معادلهثابت كنيد كه  : 60 yx جواب است10 برابر .  

   كيلويي وزن كرد؟5 و 3 كيلويي را با وزنه هاي 23ي  به چند طريق مي توان يك كيسه :61

 امتيازي پاسخ داده و 9 امتيازي و 7 تاو به سئوالا.  كرده استي علمي شركتشخصي در يك مسابقه  :62

  .نسته اين امتياز را به دست آوردصورت هايي توااين شخص به چه .  امتياز كسب كرده است73مجموعاً 

  .)پاسخ به هر سئوال يا امتياز كامل دارد و يا امتيازي ندارد(

***  
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